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概要 
屋外シーンのレンダリングにおいて、写実的な雲のアニメーションを生成することは重要であるが、印象

深く迫力のある雲の動きを撮影することは条件が厳しく難しい。本研究では、任意の雲の初期形状と目的形

状を入力として、その間のアニメーションを補間するシステムの構築を目指す。本稿では、時間的に可遡及

的なシミュレータを導入し、順時間シミュレーションと同等の計算コストで逆時間シミュレーションを行う

手法を提案する。雲のアニメーションは逆時間シミュレーションで得られた結果を逆再生することによって

得られる。日中の雲の変化といった長いタイムスパンで、かつ高い解像度が必要とされるシミュレーション

への応用について検討する。 

 
1. はじめに 

? 

図 1 任意の初期状態と目的状態の雲が与えら
れた場合、それらを補間するアニメーションを
作成することが本研究の目的である。 

 雲のアニメーションはコンピュータグラフィックス

(CG)における重要な研究テーマの一つであり、写実的

な屋外シーンのレンダリングでは欠かすことができな

い。また、夕日に映る彩雲や、青く抜ける空に浮かぶ

白い雲などのように、雲のアニメーションは印象的な

映像を製作する上で重要となる。雲のアニメーション

は、日中の雲の動きをカメラで撮影するか、流体シミ

ュレーションを行うことによって得られる。しかし、

雲の動きは季節の変化とともに毎日異なり、非常に印

象的な雲の動きは極めて限定された条件下でしか撮影

できないことが多い。これに対して、印象的な雲の写

真の撮影はより簡単であり、写真集やインターネット

などに様々な画像を見つけることができる。 
 本研究では、任意の雲の初期形状と目的形状を入力

として、その間のアニメーションを補間するシステム

の構築を目指す(図 1)。たとえば異なる日に撮影された

昼間の雲の画像と夕日の画像を入力として、アニメー

ションを生成することが考えられる。この目的を実現

するため、流体シミュレーションを利用することを考

える。しかし、通常のシミュレーションでは、わずか

な初期状態の違いが場の時間変化とともに指数的に拡

大されるため、目的の形状に変化させることはほぼ不

可能である。従来手法では、この問題に対して、流体

制御の方法を適用して解決を試みている。例えば、目

的の場に近づけるために、現在の場との差に応じた人

工的な外力を直接適用する方法[7]や、加える人工的な

外力を最小化するように、最適化問題として定式化し

て解く方法[5,6]が提案されている。しかし、これら

の手法の適用範囲は限定されている。例えば、前者の

手法で得られるシミュレーション結果は、しばしば人

工的な外力の影響が大きく、“明らかにコントロールさ

れている”という印象を与え、物理的に自然な動きが必

要となるアニメーションには向かない[8]。また、後者

の手法は高い計算コストのため、実用的な計算時間で

は、比較的短い時間推移や粗いメッシュしか扱うこと

ができない。そのため、これらの手法では、日中の雲

の変化といった長いタイムスパンで、かつ高い解像度

が必要とされるシミュレーションを実現することは難

しいと考えられる。 
 本研究では、これらの手法にかわる新たなアプロー

チとして、順時間シミュレーションと逆時間シミュレ

ーションを組み合わせる方法を目標とする。ただし、

本研究は未完成であり、本稿では、逆時間シミュレー

ションに焦点を当てる。逆時間シミュレーションを用

いると、例えば図 2 に示すように、目的の形状から出

発し、場の時間発展をさかのぼって追跡することがで

きる。こうして得られたアニメーションを逆再生する

ことにより、順時間シミュレーションを行った場合と

同じような自然なアニメーションを得ることができる。 



図 2 逆時間シミュレーションにより、目的の形状に推移するシミュレーションを行うことができる。 
 

そのため、逆時間シミュレーションは、目的の形状に

推移するシミュレーションを得る上で重要な手法であ

り、その研究意義は高い。しかしながら、CG の分野

で知られている流体シミュレーション手法は一般には

時間的な遡及性がない。そこで、本研究では、非常に

高い遡及性をもつシミュレータ（可遡及的シミュレー

タとよぶ）を導入する。提案法のシミュレータは、数

千タイムステップ経た後の状態からも、初期状態を高

い精度で復元でき、かつ順時間シミュレーションと逆

時間シミュレーションに同一のアルゴリズムを用いて

おり、最適化問題を解くなどの高い計算コストを必要

としない。 
 本稿では、可遡及的シミュレータの構成法を紹介し、

煙のような簡単なシミュレーションや雲のアニメーシ

ョンを例に、その実用性について検討・考察する。 
以下では、2 節で関連研究を紹介し、3 節で可遡及的

シミュレータの構成法について述べる。4 節では、煙

のシミュレーションへの応用を示し、次に 5 節で雲の

シミュレーションへの応用を示す。6 節に結果を提示

し、7 にまとめと今後の課題を示す。 

 
2. 関連研究 
2.1 流体シミュレーション 
物理法則に基づく雲のシミュレーション手法は、

Dobashi ら[9]、Miyazaki ら[10]、Harris ら[11]によって

提案されており、本研究では、Miyazaki ら[10]の提案

した時間発展方程式をベースに本稿で導入する可遡及

的な離散化を行い、逆時間シミュレーションを行う。 
 
2.2 流体制御 
流体制御では、何らかの外的要因（例えば外力）を

導入して、初期場から目的場に近づけることを考える。

Treuille ら[5] は、場の時間的な発展のステップをステ

ートマシンとみなし、初期場から目的場に至るまでの

シミュレーション経路を変数とするような目的関数を

最適化することにより、人工的な外力の影響を最小限

に抑えたシミュレーション手法を提案した。McNamara 
ら[6] は、adjoint 法を導入し、Treuille らの手法を高速

化した。しかし、これらの手法の計算コストは高く、

実用的には、タイムスパンが短く(数十ステップ)、ま

たメッシュの解像度も粗いシミュレーションしか扱う

ことができない。このため、日中の雲の変化のような

長いタイムスパンかつ高い解像度が要求されるシミュ

レーションへの応用はきわめて難しい。 
Fattal ら[7] は、現在の場と目的場の差に応じた人工

的な外力を決定的に導入することによって、場を変化

させる方法を導入した。彼らの手法は、Treuille ら[5]
の手法や McNamara ら[6]の手法に比べて非常に高速

であるが、しばしば人工的な外力の影響が大きく、“明
らかにコントロールされている”という印象を与え、物

理的に正確で自然なシミュレーション結果を得ること

が難しい。 
Dobashi ら[8] は、積乱雲の形成シミュレーションに

おいて、目的の積乱雲の形状を得る手法を提案した。

より一般的な煙や雲のシミュレーションの制御はまだ

実現されていない。 
 
2.3 可遡及的シミュレーション 
計算物理の分野では、エネルギーを保存する流体シ

ミュレーションスキームが複数提案されている。

Duponcheel ら[1]は、エネルギー保存を目的とする流体

シミュレーションスキームの評価において、可遡及性

の良さを指標として利用できることを示した。彼らは、

速度場の時間的発展を記述したNavier-Stokes方程式が

可遡及的であることを示し、適切な離散化スキーム（例

えば Morinishi ら[2]の手法）を利用して解くことによ

り、数千タイムステップ経た後の速度場でも、逆方向

にシミュレーションを行うことによって、よい精度で

初期状態を復元できることを示した。 
煙や雲への応用においては、さらに密度場や温度場

などのスカラー場の移流スキームが必要で、かつ可遡

及的である必要がある。しかし、CG で一般的に利用

されている semi-Lagrangeスキーム[13]は数値拡散が大

きいため可遡及的でなく、また計算物理の分野で空間

離散化法として広く利用されている WENO スキーム

[4] のような風上差分に基づく手法は空間的な対称性

が崩れているため、可遡及性が悪い。本研究では、高

次の中心差分に基づく移流スキームを利用した。 



3. 可遡及的シミュレーション 
3.1 支配方程式 
速度場の時間的発展を記述するNavier-Stokes方程式

は、連続の式と運動量保存式から構成され、 
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と表される。ここで、u は速度場、
r t は時刻、 は圧

力場、 は外力を表す。煙や雲のシミュレーションで

はさらにスカラー場

p
f
r

φ の移流を記述する方程式 

( )φφ
∇⋅−=

∂
∂ u

t
r

              (2) 

の解法が必要である。以下ではこれらの方程式の可遡

及性に関して議論し、離散化の方法について述べる。 
 
3.2 速度場の時間発展方程式 
式 (1) で は 、 ( ) ( )( )txptxu ,,, rrr

が 解 な ら ば 、

も解となる。すなわち、初期状態( ) ( )( txptxu −−− ,,, rrr )

)( ) ( )( 0,,0, 00 xpxu rrr
か ら 出 発 し 、 時 刻 に お い て *t

( ) ( )( )**** ,,, txptxu rrr
になったならば、速度場を反転させ

て ( ) ( )( )0,,0, ** xpxu rrr
− を初期値としてシミュレーショ

ンを開始すると、時刻 において*t ( ) ( )( )*
0
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−

となる。 
この性質は、次に示す式変形から確認できる。まず

連続の式は、速度の向きを変えても成り立つことが分

かる。次に運動量保存式について、 ur の代わりに

、 の代わりに( )txu −− ,rr p ( )txp −,r を代入すると、 
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となり、式(1)と比較すると、t が t− に置き換わってい

るだけで、残りは同じ形であることが分かる。つまり、

もしシミュレータが可遡及性を持つならば、ある時刻

で速度場を反転させてそのままシミュレーションを継

続すると、初期状態に復帰することができる。なお、

外力項も可遡及性が要求されるが、一般には重力や浮

力を適用することができる。 
式(1)の可遡及性は、一般には離散化した場合には成

り立たないが、離散化の際に以下の三条件に注意する

とシミュレータが可遡及性を持つようになる。第一の

条件は時間刻みが正確であることである。解が完全に

可遡及的であるためには、陰的なタイムステッピング 
[3]が必須だが、高次の Runge-Kutta でもよい近似を得

られる[1]。次に、空間離散化に関する条件について説

明する。まず、 ( ) ( ) fuuuH
rrrrr

+∇⋅−= とおき、さらに場と

オペレータの空間離散化を添え字 h により記すと、運

動量保存式の semi-discrete形式(空間に関してのみ離散

化されている)は、 
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となる。タイムステッピングが正確である条件の下、

式(3)が可遡及的であるためには、 

( ) ( )hhhh uHuH rrr r
−=  

を満たす必要がある。この空間離散化の対称性に関す

る条件が第二の条件となる。最後の条件は、場が安定

して推移することで、ある時間で場が発散しないこと

である。 
以上の三条件のうち、第二の条件に関して補足して

おく。第二の条件は第一の条件よりも厳しく、空間的

な対称性のないスキーム、例えば、風上差分(WENO
スキーム[4]など)を用いた場合には可遡及性が悪い。逆

に可遡及性の観点だけから言えば、離散化の精度はさ

ほど関係ない（3.3 節参照）。 
なお、連続の式は一般に離散的な系のもとでは必ず

しも局所的に厳密に満たされているわけではなく、外

力がない場合に速度場のエネルギーが保存されるため

には、移流項として skew-symmetric 形式を採用し、こ

れに従って離散化する必要がある。移流項の

skew-symmetric 形式は連続の式を用いて式変形する

と下記で表される。 
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次に、運動量保存式から、x 方向の速度は 
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を満たす。上式はエネルギー保存についての式であり、

連続の式と skew-symmetric 形式を利用して 
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と変形できる。式(4)の右辺はダイバージェンスの形式

であり、系の空間全体について式(4)を積分し、右辺に 



t=0.0 秒 t=0.4 秒 t=0.9 秒 t=1.3 秒 t=1.8 秒 

t=2.2 秒 t=2.7 秒 t=3.1 秒 t=3.6 秒 t=4.0 秒 
図 4  可遡及的シミュレータによって計算した速度場および圧力場の時間発展。時間刻みは 0.002 秒であ
り、1000 タイムステップ経過して t=2.0 秒になったとき、速度を反転してさらに 2 秒間シミュレーショ
ンを継続した。列の上下は、時刻 2.0 秒に関して対称的な時間における速度場(左,渦度の等値線をあわせ
て図示)と圧力場(右,圧力の等値線をあわせて図示)を表している。初期状態 t=0.0 秒と終了状態 t=4.0 秒
の差はわずかであり、このシミュレータには高い可遡及性があることがわかる。  

ガウスの発散定理を適用すると、系への流入また系か 
らの流出がなければ、式(4)は系全体に関して大局的に

保存されることがわかる。y 方向の速度に関しても同

様の議論が適用できる。 
 次に空間離散化にふれる前に、本研究で用いるグリ

ッドの構造について説明する。Morinishi ら[2] の手法

に従って、シミュレーションのグリッドには、MAC グ
リッドを用いる。MAC グリッドでは、ベクトル量を

セルの面(二次元の場合はエッジ)に格納し、スカラー

量はセルの中心に格納する(図 3)。 

 

移流項の x 成分の二次精度の離散化は、Morinishi ら[2] 
の手法に従って次のようになる。 
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y 方向の離散化は対称的なので、省略する。速度場の

時間発展には、三次の Runge-Kutta を用いた。時間刻

みの三つの sub step での処理は次のとおりである。 
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ここで、二行目では、ポアソン方程式を解いている。 

ステップ 2: 
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ステップ 3: 

( )
( )( ) ( )( )

( ) ϕ

ϕ

ϕ

+=

−∇=
Δ
−

⋅∇
Δ

=∇

+∇−=
Δ

−−

+

++

+

+

21

*11

*12

22
2

3
2

3
1*1

1
3
2

pp
t
uu

u
t

fpuH
t

uuu

n

nn

n

nn

rr

r

rrrrrr

 uy|i,j+1/2

ux|i-1/2,j ux|i+1/2,j

こうして構成したシミュレータが可遡及的であるこ

とを示すために、double jet flow (文献[12]) を用いた簡

単な実験を紹介する。Double jet flow とは、シミュレ

ーション領域[0,2π]×[0,2π]内で、周期境界条件の下、 
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で定義される初期速度場（向きの異なる二つの流れが

すれ違うような場）からの時間発展により得られる極

めて非定常的な流れである。ただし、δ=π/15、ε=0.05
とする。図 4 に示した結果から、このシミュレータが

よい可遡及性を持つことが分かる。 
 
3.3 スカラー場の移流 
ス カ ラ ー 場 の 時 間 発 展 方 程 式 (2) は 、 一 見

Navier-Stokes 方程式よりもシンプルだが、適切な解法

の選択が非常に難しい。まず、式(2)が可遡及的である 

図 3  MAC グリッド(二次元の場合) 

p|i,j

uy|i,j-1/2



Semi-Lagrange 

5th order WENO 

2nd order central 

12th order central 

図 5 移流スキームの可遡及性テスト。時間刻み 0.002 秒で 8 秒間(4000 ステップ)時間発展させ、速度を
反転させた後、さらに 8 秒間時間発展させた結果。Semi-Lagrange スキームは数値拡散が大きく、初期
状態に復帰できない。WENO スキームは風上スキームであり、空間離散化の対称性が崩れているため、
可遡及性が悪い。二次の中心差分は可遡及的なスキームであるが、余分な振動が現れるというデメリット
がある。より高次の中心スキームを利用することで、振動を抑えることができる。  

ためには、Navier-Stokes 方程式の場合と同様な議論に

より、同じ三条件を満たす必要がある。図 5 に複数の

移流スキームによる可遡及性テストの結果をまとめた。

CG の分野でよく利用される Semi-Lagrange 法[13]は、

激しい数値拡散のため、時間発展とともに場の構造が

拡散して失われてしまい可遡及性がない。また、計算

力学の分野でよく利用されている WENO スキーム[4] 
は、Semi- Lagrange 法よりははるかによいが、離散化

において空間的な対称性が崩れているため、可遡及性

が悪い。一方、二次の中心差分は離散化の三条件を満

たしており、可遡及的である。ただし、離散化の精度

は悪く、解の振動が目立つ。この問題は、より高次な

12 次の中心差分を利用することで、いくらか抑えるこ

とができる。こうした振動が発生する原因は、値の変

化が大きな場所の勾配の近似精度にあり、多項式を用

いた中心差分による近似では、完全に勾配を表現でき

ず、誤差が振動の形として現れる。本稿の段階では、

これに勝るスキームを発見できなかったため、12 次の

中心差分を用いた。よりよいスキームの開発が今後の

課題となる。なお、一次元の場合の 12 次の中心差分は 
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で与えられ、このスキームを元に skew-symmetry 形式

を離散化する。 
速度場の場合と異なり、スカラー場の移流が難しい

のは、速度場の時間発展では移流項が非線形項であり、

かつ poisson 方程式によって速度場を補正しているか

らである。そのため、低次(2 次)の中心差分で離散化し

ても、振動はほとんど発生しない。 
 

4. 煙のシミュレーション 
本節では、可遡及的シミュレータの簡単な応用とし

て、3 節で示したスキームを組み合わせることにより、

煙のシミュレーションを行う。順時間のシミュレーシ

ョンでは、まず式(1)を時間発展させて速度場を更新し、

次に式(2)を時間発展させて煙の密度場を更新する。逆

時間シミュレーションを行う場合には、まず速度場を

反転させておき、順時間のシミュレーションと同じシ

ミュレータを用いて(Δt は同符号で同じ大きさのまま)、
式(2)を時間発展させて煙の密度場を更新したのち、式

(1)を時間発展させて速度場を更新する。 
こうすることでシミュレーションが可遡及的であるこ

とは次のように説明できる。 
 密度場の時間発展のステップでは、速度場は定数と

みなせて、密度場の更新の直前と直後では速度場は同

じである。したがって、密度場の移流が可遡及的であ

るならば、密度場の更新後に逆時間シミュレーション

を行うと完全に更新前の状態に復元することができる。 



t=0.0 秒 t=0.4 秒 t=0.9 秒 t=1.3 秒 t=1.8 秒 

t=2.2 秒 t=2.7 秒 t=3.1 秒 t=3.6 秒 t=4.0 秒 
図 6 可遡及的シミュレータによって計算した煙の時間発展。時間刻みは 0.002 秒であり、1000 タイムス
テップ経過して t=2.0 秒になったとき、速度を反転してさらに 2 秒間シミュレーションを継続した。列の
上下は、時刻 2.0 秒に関して対称的な時間における速度場(左,渦度の等値線をあわせて図示)と密度場(右)
を図示している。このシミュレータには高い可遡及性があることがわかる。 

また、速度場の移流が可遡及的なら、速度場の更新前

の状態に復元できる。したがって、上記のように構成

したシミュレータは可遡及性をもつ。また、図 6 に示

すシミュレーションの結果から、提案したシミュレー

タが可遡及的であることが実験的に確認できる。 
 

5. 雲のシミュレーション 
 雲のシミュレーションでは、各グリッドセルの中心

に、密度の変わりに温度T、水蒸気量qv、水滴量qcを格

納し、次に示す支配方程式を解く。 
まず、速度場の時間発展は、 
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と記述される。B
r
は浮力を表し、 
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と定義される。ここで、 ρ は水滴の密度、 grは重力を

表し、T は場所ごとに定められた環境温度であり、

標高が高くなるとともに低くなるように設定する。水

蒸気量、水滴量、温度の時間発展は、 
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と表される。 は水が鉛直方向に移動した場合の断熱

温度変化を表す係数であり、Qは気化熱を表す。C は

水蒸気から水滴への相転移量を表し、 

Γ

c

( )( )( vcvsc qqqTqC −+= ,min

と表される。α は相転移率を表し、0.1 とした。 ( )Tq は

飽和水蒸気量を近似する関数であり、 
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と表される。A, B, C は定数であり、A=2.129, B=17.27, 
C=237.3 である。 
 これらの雲の支配方程式を解くための順時間シミュ

レータは次のように三ステップから構成される。まず、

式(5)に従って速度場の時間発展を 3.2 節の方法で計算

する。次に式(6)のうち、移流項を 3.3 節の方法で計算

する。最後に、式(7)を用いて相転移量を計算し、式(6)
の残りの項を計算する。逆時間シミュレータでは、こ

れら三ステップを逆順に実行する。 
 こうして構成されたシミュレータは、煙のシミュレ

ータとは異なり、厳密には可遡及的ではない。その理

由は、式(7)によって計算される相転移量が順時間の場

合と逆時間の場合とで異なるためである。この点の解

決は今後の課題である。 
 

6. 結果 
 可遡及的シミュレータの応用として、本節では目的

状態が与えられた場合に、逆時間シミュレーションに

よって、時間をさかのぼったアニメーションを生成し、

これを逆再生する例を考える。 
 まず、4 節で提案した煙のシミュレータを用いて、

煙のアニメーション生成を考える。図 7 に示すように、

“VCWS”の形に密度場を初期化しておき、速度場を適

当に与え、逆時間シミュレーションを行って逆再生し

た結果を図 7 に示した。 

)α       (7) 

 つぎに、5 節で提案した雲のシミュレータを用いて、

雲のアニメーションを作成する。煙の例の場合と同様

に、“VCWS”の形に水滴の場を初期化しておき、速度 



 

場を適当に与え、逆時間シミュレーションを行って逆

再生させた結果を図 8 に示した。 
 

7. まとめと今後の課題 
 本稿では、流体シミュレーションにおける基本的な

方程式であるNavier-Stokes方程式と移流方程式が可遡

及的であることを示し、適切な離散化によって可遡及

的なシミュレーションが可能であることを示した。そ

の応用として、目的状態を初期値として速度場を逆転

させた状態でシミュレーションを行うことで、逆時間

にシミュレーションを行うことができ、さらに得られ

た結果を逆再生することにより、目的状態に至るアニ

メーションを作成できる。 
 離散化のスキームとして、Navier-Stokes 方程式の時

間発展には Morinishi ら[2]の手法を用い、移流方程式

の時間発展には 12 次の中心差分スキームを用いた。理

論的には、かなり長いタイムスパンに渡って、時間を

さかのぼったシミュレーションが可能だが、シミュレ

ーションの過程において、場に余分な振動が現れると

いう問題が残り、CG での利用においては好ましくな

い。 
今後は、よりよい移流スキームの開発と、順次間シ

ミュレーションと逆時間シミュレーションを組み合わ

せる方法の検討が課題となる。 
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