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概要 
屋外シーンのレンダリングにおいて, 写実的な空の描写は重要であり, 空気分子, エアロゾル, 水滴による

光の散乱効果を計算することが重要である. 本研究では, 粒径分布を考慮して雲やエアロゾルの散乱パラメ

ータを計算し, 確率論的に unbiased な方法によってレンダリング方程式を解く. 本稿で提案する区間分割に

基づくサンプリング法により, 従来の unbiased な方法よりも 2~3 桁程度の高速化を実現できる. 比較実験に

より, 粒径分布の考慮による効果, またサンプリング効率の向上を示す. レンダリング例として, 多重散乱ま

で考慮した大気と雲のレンダリング結果を示す. 

 
1. はじめに 
 屋外シーンのレンダリングにおいて, 写実的な空の

描写は重要である. 時刻とともに空の見え方は変化し, 
光跡や夕焼けのように, しばしば印象的な視覚的効果

をもたらす. 空は窒素, 酸素, 水蒸気, 二酸化炭素など

の気体からなる空気と, すす, 塵, 微生物, 海洋性の塩, 
火山性の硫安などの微粒子(エアロゾル), 及び雲や霧

などに含まれる水滴から構成される. 光が空を通過す

るとき, 光は空中の粒子によって吸収されたり散乱さ

れたりする. このように散乱効果をもたらす媒質は関

与媒質(以下単に媒質と呼ぶ)と呼ばれ, 散乱による照

明効果を計算するには, 各構成物質の散乱を既述する

散乱パラメータを求め, 散乱過程を既述した複雑なレ

ンダリング方程式を解く必要がある.  
 本研究では, 粒径分布を考慮して雲やエアロゾルの

散乱パラメータを計算する . また , 確率論的に

unbiased な方法によってレンダリング方程式を解く. 
本稿で提案する区間分割に基づくサンプリングを行う

ことにより, 従来の unbiased な方法よりも 2~3 桁程度

の高速化を実現できる. 比較実験により, 粒径分布の

考慮による効果, またサンプリング効率の向上を示す. 
レンダリング例として, 多重散乱まで考慮した大気と

雲のレンダリング結果を示す. 

 
2. 関連研究 
媒質のためのレンダリング手法はさまざま提案され

ており, 詳細なサーベイは文献[2]に記述があるので, 
本稿では概略のみ述べる. また, 前計算を行ってリア

ルタイムにレンダリングを行う手法もあるが, 本研究

とは目的が異なるので, ここでは触れない. 

大気の表示法として, 大気の色分布を時刻や大気の

汚染度によってパラメータ化した手法[15]があり, ま
た夜空を表示する手法[24]が開発されている. 物理則

に忠実な計算法として, 光による散乱を考慮した手法

[13]や, ミー散乱をより正確に考慮した手法[8]がある. 
雲の多重散乱を計算する手法としては文献[14]がある.  
媒質のレンダリング手法として, ボクセルベースの

ラジオシティ法[14]やサンプリングベースの手法があ

り, 後者はさらにレイマーチングに基づく手法[4]とラ

ンダムサンプリングに基づく手法[3,17]に分けられる. 
ボクセルベースのラジオシティ法では, 計算に膨大な

メモリが必要であるため, ボクセル数の多いシーンの

レンダリングには向いていない. レイマーチングに基

づく手法は, biased な手法 1であり, サンプリング間隔

に応じて結果が変化し, 適切な調節が必要である. 確
率論に基づくランダムサンプリングの手法は , 
unbiased であり, 正しい結果に収束することが理論的

に保証されている. しかし大気や雲のように, 媒質が

非一様で, 空間が広大なシーンでは, 従来法[3,17]のサ

ンプリング効率は悪く, 実用的ではない. 本研究では, 
文献[3,17]の手法を改良し, 2~3 桁の計算時間の短縮を

実現する. 
 最後に補足として, 大気や雲のレンダリングに必要

な散乱パラメータ等に関して以下に概観する. 大気や

雲をレンダリングするときに, 媒質中の構成物質の種

類や大きさ, また散乱パラメータの計算に必要な屈折

率を知ることが重要である. 気象学の分野では, 空気

やエアロゾル, 雲に関する観測が盛んに行われており, 

                                                   
1 厳密解とは異なる値を返す可能性がある手法 



文献［1,6,7,10,11,19,20］が挙げられる. これらの構成

物質の大きさや屈折率に応じて, 散乱のパラメータを

計算する方法はLorenz-Mie理論[12,21]によって確立さ

れており, Lorenz-Mie 理論に基づく効率的な計算法

[5,22]や小さな粒子のためのレイリー近似[1]が提案さ

れている. 地面の反射率の測定については, たとえば

文献[16]が挙げられる.  
 

3. 散乱計算 
 光が媒質中を通過するとき, 光は媒質によって吸収

されたり, 散乱したりする. これらの効果は次式の方

程式によって記述される. 
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ここで, ( )ωλ
d,,xL は, ω

d

方向から位置 x に向かう波長

λ の入射光の輝度を表し, y は, 位置 x , 射出方向ω
d

を起点とする光線と媒質の境界(地表や大気の境界面)

との交点を表す . sk は媒質の散乱係数 (scattering 

coefficient), p は媒質の位相関数, 
tk は媒質の消滅係

数(extinction coefficient)を表し, τ は光学深度を表す. 
式(1)によって各ピクセルの輝度Lについて計算を行

うには, 散乱効果を記述するパラメータである消滅係

数
tk , 散乱係数

sk , 位相関数 p の空間分布が与えられ

ている必要がある. これらは, 媒質の粒径分布や密度

分布がわかると, Lorenz-Mie 理論[5,12,21]によって計

算することができ, 4 節にて詳述する. 次に, 式(1)の積

分方程式を解くにあたり, 本研究では確率論に基づく

効率的なインポータンスサンプリング法を提案し , 
unbiased で正確な計算を行う. これについては 5 節で

詳説する. 提案法のサンプリング法は, モンテカルロ

光路追跡法, メトロポリスサンプリング[18], フォト

ンマッピング法[9]など, さまざまな手法と組み合わせ

て利用することができる. 本稿では, モンテカルロ光

路追跡法への応用に焦点をあてる. 
 

4. 散乱パラメータ計算 
 文献[6]によれば, 空気の消滅係数は, エアロゾルと

水滴を含む大気全体の消滅係数の約 1 割程度であり, 
残りはエアロゾルと水滴が占める. このため, 本研究

では媒質として, 空気, エアロゾル, 水滴を考慮する. 

水滴は雲や霧にだけ存在するのではなく, エアロゾル

にも吸着している. 空気は気体であり, その散乱特性

はレイリー散乱によって近似できる. エアロゾルと水

滴は空中に粒子として存在し, それらの散乱特性は

Lorenz-Mie 理論[5,12,21]をもとに計算される. 以下で

は, まず空気, エアロゾル, 水滴の各構成要素につい

てそれぞれ散乱パラメータを計算する方法を説明し, 
最後にこれらの構成要素が混合した場合(すなわち実

際の大気と雲)についての扱いを述べる.  
 

4.1. 空気の散乱パラメータ計算 
文献[1]により, 標準空気の scattering cross section 

airs ,s , extinction cross section 
airt ,s , 及び位相関数

airp は

下記のように与えられる. 
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ここで , ηは空気の屈折率 , 
np はdepolarization factor 

と呼ばれ , 文献 [1] にデータが記載されている . 

251054743.2 ×=sN は 1m3中の空気の粒子数であり , 

( ) ( ) ( )( )λλλγ nn pp −= 2 である. 大気は高度に応じて密度

が変化し, 高度hでの粒子数は ( ) ( )airsair HhNhN /exp −=

のように指数関数的に減少する. ここで, Hairは大気の

スケールハイトである. これらをもとにして, 

( ) ( ) ( )hNhk airairtairt λsλ ,, , = , ( ) ( ) ( )hNhk airairsairs λsλ ,, , =  

と計算される. 
 

4.2. エアロゾルと水滴の散乱パラメータ計算 
エアロゾルと水滴については, まず, 光の波長と単

一の粒子が与えられた場合の散乱効果を表すextinction 
efficiency Qt と, scattering efficiency Qs, 位相関数p’ を
Loerenz-Mie理論によって計算する.具体的な計算法は

文献[22]を参照されたい. 図 1 に水滴の場合のQtのグ

ラフを示す. 
次にこれらのパラメータと任意の場所での粒径分布 

(半径が r から r+dr 間にある粒子の個数が N(r)dr で与

えられる) が与えられた場合, レンダリングに必要な

パラメータである消滅係数, 散乱係数, 位相関数はそ

れぞれ下記のように計算できる. 
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まず, エアロゾルの粒径分布の計算法について説明

し, その後水滴の粒径分布の計算法を述べる.  
気象学の分野では , エアロゾルの粒径分布は

Log-normal 分布で近似できることが知られており[10],  
次式で与えられる. 
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ここで, s, reffは分布を表すパラメータであり, それぞ

れ, 分布の広がり, 有効半径(代表半径)を表す. エアロ

ゾルは複数の物質から構成されており, その粒径分布

はそれぞれの分布の和として, 

( ) ( ) ( )( )∑= i ieffiiiaa rrNLNrN xxx ,, ,;, s  

と表される. 
本研究では, 文献[20]にならって, エアロゾルにつ

いては, すす, ダスト状エアロゾル, 水溶性エアロゾ

ルを考慮する. これらの物質について, Lorenz-Mie理
論によってQt, Qs, p’を計算するのに必要なパラメータ

は文献[20]に記載がある . それぞれの物質について

Log-normal分布を仮定し, 下記のパラメータを使用し

た.  

 Ｎa,i si reff,i 

すす Nb×(1-a) 0.4 0.5µm 

ダスト Nb×a×(1-b) 0.4 0.5µm 
水溶性 Nb×a×b 0.35 0.03µm 

a, b は混合比をあらわし, a=b=0.999875 とした[20]. ま
た, Nbは粒子数を表し, 高度の関数として,  

( ) ( )aerosolb HhNhN −= exp0
 

と計算される. ここで, Haerosolはエアロゾルのスケー

ルハイトで 2,500m, N0は天候条件や場所等により変化

し, 2.0×1010 ~ 5.0×1011程度の値をとる. 
水滴の粒径分布についてはガンマ分布によって近似

できることが知られており[11], 次式で与えられる. 
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αは分布の広がりを表すパラメータである. 水滴の粒

径分布はガンマ分布を用いて, 

( ) ( ) ( )( )xxx effww rrGNrN ,2;, =  

と表される. 
水滴(雲)の分布は, 観測データや水滴半径を考慮し

たシミュレーションによって得られる, 密度と有効半

径の空間分布を用いることができる. なお , 従来の

CG 分野での雲のシミュレーション手法では, 水滴半

径の変化はシミュレーションされていない. この場合

は, 雲の実測データをもとに, 密度をパラメータとす

る関数によって有効半径を近似する手法[19]を利用し

て, 

( ) ( )( )[ ] [m]  10 8.11cosh1.30.3 6-1 ×++= − xx LWCreff
   (5) 

と計算する. LWC (Liquid Water Content)は空間中に存

在する水滴の密度(g/m3)である. また, Nw(x)は, 

( ) ( ) ( )30.40.3 effww rLWCN pr ⋅= xx  

と計算され, rwは水の密度(106g/m3)である. 
 なお, Lorenz-Mie理論によってQt, Qs, p’を計算した

り, 式(2)~(4)の積分計算を実行したりすることは時間

がかかるので, 各分布関数について散乱パラメータを

事前計算しておき, テーブル化する. 
 

4.3. 空間中の散乱パラメータ計算 
前節で述べた方法を用いて, 空気, エアロゾル, 水

滴の各構成要素の散乱パラメータを計算することがで

きる. 任意の場所での散乱パラメータはこれらの混合

として, 下記のように求める. 
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5. インポータンスサンプリング 
 本節では, 式(1)に対するモンテカルロ Estimator を

示し, 次に効率よく計算するためのインポータンスサ

図 1  Extinction efficiency (λ=600nm の場合) 



ンプリング法について議論する. 
 まず, 式(1)を下記のように変形する(記号λは省い

た). 
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とおくと, 式(1)は, 

( ) ( ) ( ) ( ) xddLKLL y ′′′′′′+= ∫Ω ωωωωωω
ddddd ,,,,,, xxxxx  (6) 

と変形できる. 式(6)は, 第二型フレドホルム積分方程

式であり, そのモンテカルロ Estimator ( )ωd,ˆ xL は次式の

ように書ける(図 2 参照). 
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ここで , iは光路番号 , dは d番目の散乱を表し , 

ωω
dd

== ii
00 ,xx であり, pdfdistとpdfdirはそれぞれ距離と散

乱角のサンプリングの確率分布関数である. 式(8)の条

件分岐は, サンプリングされた距離が, 境界までの距

離を越えるかどうかで判定される. また,  
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のように, 次の散乱が起こる位置 i
d 1+x (までの距離)の

サンプリング, 及び散乱角 i
d 1+ω
d

のサンプリングに分解

できる. 以下では, 式(7,8)による推定が収束するため

には, 位相関数についてインポータンスサンプリング

しなければならないことを示し, そのための方法を示

す. また, 計算効率向上のための方法として, 区間分

割を用いた距離についてのインポータンスサンプリン

グ法を提案する. 
 

5.1. 散乱角のサンプリング 
 式(7,8)のモンテカルロEstimatorには, K/[pdfdist･pdfdir]
の乗算があり, 散乱の回数だけ掛け合わされる. もし

K/[pdfdist･pdfdir]が 1 より大きな値をとると, 複数回の

散乱を経た後の光路のコントリビューションは, いく

らでも大きな値を取る可能性がある. その場合, 有限

回のサンプリングでは, 結果が収束するとは限らない. 
この問題点は, 図 3(b)に示すようなスパイク状のノイ

ズとして表れる. もし一次散乱についてのみ計算する

場合は, K/[pdfdist･pdfdir]が 1 を超える値をとりえても, 
K/[pdfdist･pdfdir]に上限が存在するならば, 計算は収束

する(図 3(a)参照). 従って, この問題は多重散乱計算特

有の問題である. 

 K/[pdfdist･pdfdir]のうち, ( ) ( ) ( )i
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i
ds pdfke

i
d

i
d

11
, 1

++
− + xxxxτ

は 5.2 節の方法によって 1 以下であることを保証でき

る. ( ) ( )[ ]i
ddir

i
d

i
d

i
d pdfp 111 4, +++ ⋅⋅ ωpωω

dddx については, 水滴の場

合, 位相関数は強い前方散乱を示し, 水滴の大きさや

散乱角によっては, 100,000 程度の大きな値となる. し
たがって, 計算が収束するためには, 任意の散乱角に

ついて ( ) ( )[ ]i
ddir

i
d

i
d

i
d pdfp 111 4, +++ ⋅⋅ ωpωω

dddx が 1以下となること

を保証しなければならない. 位相関数の定義から,  

( ) 1,
4
1

2
=′⋅′∫S dp ωωω

p
dddx  

図 2 光路の例 
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であるから, ( ) ( ) pωωω 4, 111
i
d

i
d

i
d

i
ddir ppdf +++ ⋅=

ddd x でなければな

らない. 位相関数は複雑な形をしているため, なんら

かの解析的な関数で確率分布を近似しても完全に一致

させることはできない. これに対して, 本研究では, 
Wavelet Importance Sampling (WIS) [23] を用いる. WIS
は, wavelet 展開できる任意の形状の関数をインポータ

ンスサンプリングできる非常に強力な手法である. 
以下では, 散乱角のサンプリングの概略を述べる. 

事前に位相関数(とsinθの乗算)のテーブルをHaar 
waveletによって展開しておく. サンプリング時は, ま

ず初期値
0ξ を[0,1)区間内の一様な乱数とする. 次に, 

Hierarchical Warpingによって, 各階層のWaveletの重み

に応じて
iξ を修正してい

く. 階層 0 (ルートの階

層), 区間[0,1]から始めて, 

階層iにおいて, 
iξ が属す

る区間が[s,t]であるとき

を考える. まず, 左右の

子ノードの重みをそれぞ

れWL, WRとすると, この

区間[s,t]をWL : WR に内

分する点cを求める. 次に, 
iξ が属する子ノードの区間

を図 4 のように区間[s,t]の半分になるようにワープし, 

1+iξ を求める. すなわち,  
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とする. この手順を葉ノード(階層Mとする)に行き着

くまで再帰的に繰り返していくと, 最終的に
Mξ の分布

は, 入力の関数に比例する[23]. このサンプリング法

によって, K/[pdfdist･pdfdir]は常に 1以下となることが保

証される. レンダリングにおいては, 十分なサンプリ

ングを行えば, 図 3(c)のように, スパイクノイズはな

くなる. 
 

5.2 距離に関するサンプリング 
距離に関するサンプリングでは, 次の散乱が起こる

位置までの距離を, 反復的にサンプリングしていく. 
このとき, 次の散乱が起こる位置までに光路が進む区

間を区間光路と呼ぶことにする. 
従来, 確率論的に距離をサンプリングする方法 

[3,17] では, Algorithm 1 に示す手順で距離に関するサ

ンプリングを行い, 次の散乱が起こるまでの距離 d を

求める.  

 

ここで, rand()は[0,1)の乱数を返す. このとき,  
( ) ( ) ( )xxx xx ′=⋅+=′ ′−

tdist kedpdf ,τω            (9) 

を満たす[3]. なお, 媒質の周り(無限遠まで)が真空で

あったり, 媒質が壁に囲まれていたりする場合は, 媒
質の外のどこで散乱が起こるのかを考えることは意味

がなく, 単に媒質の外にでたかどうか, 壁にぶつかっ

たかどうかだけが重要である. 媒質の境界までの距離

をdM, その外について便宜的にkt≡cと定義する. cの
値によらずに,  

( ) ( ) ( )
( ) ( )xx

xx xxx
,

,,
ωτ

τω
⋅+−

′−

=≥

′=<⋅+=′
Md

M

tM

eddP

kedddP           (10) 

となる. ここで, P(･)は, ()内の事象の確率を表す. レン

ダリングでは, dMは大気境界面または地面までの距離

に設定しておく. 5.1 節の内容とあわせて, 式(8)は下記

のように計算される. 

Algorithm 1 
double sampleDist1(double kt, M, Point x0, Direction ω){ 

double d = - log(rand()) / kt, M; 
while(kt(x0+d･ω)/ kt, M < rand ()) 

 d -= log(rand()) / kt, M; 
return d; 

} 

Wavelet 係数 
WL=60% WR=40% 

s t 

s t 

60% 40% 
・ ξi 

s t 

50% 50% 
・ ξi+1 

warping 
c 

図 4 Hierarchical Warping 

図 3 左, 中: 一次散乱と多重散乱の計算結果 (位相関数のインポータンスサンプリングは行わない場合) 
右: 多重散乱の計算結果(位相関数のインポータンスサンプリングを行った場合) 
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ここで, ( ) ( )i
dt

i
ds kk 11 ++ xx は single scattering albedo であり, 

物理的な媒質では, 必ず 1 以下である. 
Algorithm 1 によって, 1 回の反復で進む距離は平均

1/kt,M (1/ktは平均自由行程)であり, kt,Mが大きければ, 
一定距離を進むのに必要な反復回数が多くなる. 確率

的に正しくサンプリングするためには, kt Mは区間光路

が通過する領域中におけるktの最大値以上の値を選ぶ

必要がある. 従来法[3,17]では, シーン全体におけるkt

の最大値をkt,Mとしている. 大気と雲では雲のほうが

平均自由行程が短く, 通常 2 桁から 3 桁の違いがある

ため, 従来法では光路が大気を通過するときも, 短い

サンプリング距離で反復することになり, 非効率的で

ある(図 5 左参照).  
改良の一法として, 例えば事前に区間光路が通過し

うる領域のktの最大値を調べてから, 距離のサンプリ

ングを行うことが考えられる. これによって区間光路

が大気しか通過しないときのサンプリングを高速化で

きる. しかし, 区間光路が大気と雲の領域の双方を通

過しうるとき(例えば視点から雲を眺める区間光路), 
その全区間を雲の平均自由行程にあわせてサンプリン

グしなければならず, やはり効率が悪い(図 5 左参照). 
提案法の基本的なアイデアは, サンプリング区間を

分割して各区間内でその区間内のktの最大値を使用す

ることである(図 5右参照). これによって, 単一の区間

光路中でもサンプリング距離が変化し, 雲の領域を通

過しているときだけ, サンプリング距離が短くなる. 
このため, 全体的に反復回数が減り, 計算効率が向上

する. このときに解決すべき課題は下記二点である, 
一点目は, 確率論的に正しいことを保証しながら, 区
間ごとにサンプリング距離を変える方法である. 二点

目は, サンプリング効率がなるべく最適になるような

区間の分割とそのような区間分割の下での光路の追跡

法である.  
5.2.1. 区間分割サンプリング 
本節では, 提案法の核となる区間分割定理を示す. 

その前に, Algorithm 1 に最短距離dmin, 最長距離dmaxを

拡張したAlgorithm 2 を示す.  

 

Algorithm 1 は, Algorithm 2 で, dmin = 0, dmax = ∞の

特殊な場合に相当する. 次に区間分割定理を示す. 

(b)の戦略は, まず区間[s,q)についてサンプリングを行

い, このとき得られた距離d1がqを超えているなら, 開
始位置をqに戻してから, 区間[q,t)に対してサンプリン

グを行う. 区間分割定理の証明は付録に示した.  
 もし, 区間を分割した場合に, kt,MLとkt,MRの少なくと

も一方がkt,Mよりも十分に小さければ, サンプリング

の反復回数が減り, サンプリング効率が向上する.もし

区間を分割しても, kt,MLとkt,MRがkt,Mとほとんど変わ

Algorithm 2 
double sampleDist2(double dmin, dmax, kt, M, Point x0, Direction ω){ 

double d = dmin - log(rand()) / kt, M; 
while(d < dmax ∧ kt(x0+d･ω)/ kt, M < rand ()) 

 d -= log(rand()) / kt, M; 
return d; 

} 

区間分割定理 
区間[s,t]に関する次の二つのサンプリング手法は, ともに同

じ確率で距離 d をサンプリングでき, このときの確率は 
( ) ( ) ( )dketdsdP t

sd ,, τ−=<≤  
( ) ( )tsetdP ,τ−=≥  

となる(簡便のため, 位置を表示するかわりに, 距離によって

表記した).  
(a) d = sampleDist2(s, t, kt,M, x0, ω) 

によって求めた場合. ただし, ( )zkk ttzsMt ≤≤
= m a x, . 

(b) tqs << なる q を選び,  
(i) d1 = sampleDist2(s, q, kt,ML, x0, ω) 
によって d1を求め ( ( )zkk tqzsM Lt ≤≤

= m a x, ), qd ≤1 であれば, 
d1を返す.  

(ii) もし, (i) で qd >1 ならば,  
d2 = sampleDist2(q, t, kt,MR, x0, w) 
によって d2を求め ( ( )zkk ttzqM Rt ≤≤

= m a x, ), d2を返す. 

図 5 左: 従来法では, 任意の区間光路のサンプリング距離は, 領域全体の平均自由行程の最小値に依存する
ため, サンプリング効率が悪い. 右: 提案法では, 区間を分割し, 区間ごとにサンプリング距離の平均値がか
わり, 効率的である. 



らなければ, (b)の手法を用いると, (ii)が成立するとき

に, かえって反復回数が一回ふえてしまう. したがっ

て, 媒質の存在する空間をうまく分割して, サンプリ

ング効率をあげることが重要である. 
 
5.2.2 区間分割データ構造の構築 
提案法では区間分割を記述するデータ構造として, 

kd-Tree を採用する. 通常 kd-Tree は xyz 空間上で定義

され, 座標軸に垂直な平面で区間を分割するが, 地球

の表面は球面であり, また大気の密度は高度と共に指

数関数的に変化することを考慮して, 次のような空間

で分割する. まず, 地球全体を図 6 のように六分割し, 
次に座標変換を行う(式は Y+の場合のみ). 

( )
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ここで, x~ , h , z~ は新しい座標系(以下では zhx ~~ 座標

系と呼ぶ), REARTHは地球の半径, Hはスケーリング係数

であり, ここでは, 100kmとした(大気の厚さ). なお, 
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である. 上記の座標変換は次の対応関係を示している.  
h が一定である領域は, xyz 空間内では高度が一定の球

面に対応し, x~ 及び z~ は, h 一定の球面上の点と原点を

結ぶ直線と, y=1 の平面との交点に対応する. また, x~

が一定である領域は, xyz 空間内では z 軸を含む平面に

対応し, z~ が一定である領域は, xyz 空間内では x 軸を

含む平面に対応する. 
xyz 空間内の関与媒質は, まず微小な要素に分割さ

れる(雲データがボクセルで与えられているときは, 
各ボクセルを考える. 同様に粒子のデータで与えられ

ている場合は, 各粒子の有効半径に応じた球を考える. 
大気については, 高度に応じて層状に分割しておく). 
次に各要素の zhx ~~ 空間内での Axis Aligned Bounding 
Box を計算する. こうしておくと, 木の分割はあたか

も xyz 空間内で分割を行うのと同じように扱うことが

できる. 
木の分割では, 最適な分割位置の決定法と, 分割を

継続するかどうかの判定法を定義する必要があるが,
簡単のため, まず一次元の場合について考える.  
 x軸上に媒質が分布していると仮定し, 任意の位置x
での消滅係数がkt(x)で与えられているとする(図 7(a)参
照). いま, 区間[0,dM]について考える. この区間内のkt 
の最大値をkt,M とおくと, 1 反復で進む平均距離は 1/ 
kt,Mであるから, この区間を通過するのにかかる反復

回数の平均は, dM･kt,Mで与えられる. 仮に, 図 7(b)のよ

うに位置dで分割すると, 区間[0,d]間のktの最大値は

kt,MLであり, 区間[0, dM ]を通過した場合の反復回数の

平均はd･kt,ML+(dM−d)･kt,M+1 になる. 最後の項+1 は, 
区間を分割したために, 1 回分反復回数が増えるため

である. すると, 分割後の反復回数が分割前の反復回

数より少なければ, すなわち 
( )

( ) 1
1

,,

,,,

>−⋅⇔

⋅<+⋅−+⋅

MLtMt

MtMMtMMLt

kkd
kdkddkd  

ならば, 分割による利得があるといえ, またその利得

が最大になるような分割位置 d を見つければよい.  
ただし, この戦略には一つ問題がある. 例えば, kt(x)の
グラフが図 8(a)のように, 極小値をとる区間があると, 
その区間内のどこで分割しても, 反復回数を減らすこ

とができない. しかし, 仮に図 8(b)のように二回分割

すれば, 反復回数を減らすことができる. このような

ケースにも対応するため, 反復のコストを次のように

考える. 図 7(a)の例では, 区間[0, dM ]を通過するとき

の反復回数はdM･kt,Mであったが, これはちょうど, こ
のグラフを囲む矩形の面積となっている. そして, 図
7(b)のケースでは, 左側を通過する場合の反復回数が

d･(kt,M −kt,ML)だけ減っているが, これは面積がd･(kt,M 
−kt,ML)だけ減っていることと対応している. つまり分
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割前のサンプリングでは, グラフ上部の領域が無駄に

なっており, 分割後は, 複数の矩形によってグラフを

カバーすることで, グラフ上部の無駄な領域が削減さ

れたため, サンプリング効率が向上している. 提案法

では, グラフ上部の領域を探索し, 面積が最大の領域

を探し出して, 分割位置の候補を決定する. 一次元の

場合の分割のアルゴリズムをAlgorithm 3 に示す. この

うち, 面積が最大の矩形を探し出すことは簡単ではな

いが, 次のようにして近似的に解く. 
まず, 区間内のkt(x)の最大値kt,Mと最小値kt,mを調べ

て, その間をM等分し,  

( ) mtmtMti kkk
M
iy ,,, +−=  

とおき, y=yiとグラフkt(x), 及びx=s, x=tの交点を見つ

ける(図 9 参照). それらの交点を先頭から二つずつ組

にすると, その上部にはkt(x)のグラフが重なることが

ないから,この時の上部の領域は取り除く矩形の候補

となる. こうして, 候補となる矩形を列挙していき, 
面積が最も大きいもの選択する. 

Algorithm 3 による分割の計算コストは, ノード数を

Nとすると, O(MNlogN)であり, ノード数が増えても, 
計算コストが爆発的に増大することはない. また, 分
割が進むほどkt,Mとkt,mは近づくので, M等分による近

似計算の近似精度は, 子ノードほどよくなる. 
二次元や三次元の場合も基本的な考え方は同じであ

るが, グラフの上部の領域を探す操作は一次元の場合

よりもはるかに複雑になるので, 次のように近似的に

求める. 各軸について, ktの最大値をプロットすると,

各軸ついては一次元の

問題に帰着される. 三
軸それぞれについて

Algorithm 3 を適用して, 
もっとも分割利得の大

きい軸で分割を行う. 
ただし, これだけだと, 
図 10 のような場合分割

ができないので, 次の

ようにヒューリスティ

ックに対応する. 最小値もプロットし, 最大値の最小

値の差にスケーリング係数をかけたものをktとみなし

て分割候補を探し, 最大値による分割候補と合わせて, 
そのなかから最も利得の大きいものを考える. 
 
5.2.3 光路のトラバース 
 前節で構築した kd-Tree を用いた距離のサンプリン

グ法の擬似コードを Algorithm 4 に示す. 
kd-Tree を用いて, 光路のトラバースを行う手順は, 

通常のレイトレーシングの場合に似ているが, h での

分割面は球面なので扱いが異なる. 各葉ノードにたど

り着いたら, Algorithm 2 を実行して距離をサンプリン

グする. 
 

6. 結果 
 提案法による計算結果及び比較実験について示す.
なお, すべての実験は, Intel Core2 Extreme QX9650 
3.00GHz の CPU, 及び主記憶 2.0GB を搭載した PC で

行った.  
まず, 粒径分布に関する実験を以下に示す.  
4 節では, 雲の粒径分布として, ガンマ分布を考慮

し, 有効半径及び LWC によってパラメータ化できる

ことを示した. ガンマ分布を無視して, 単一の粒径の

水滴のみから構成される雲を考えることもできるが,
写実的なレンダリングではこのガンマ分布を考慮する

ことが重要である. 図 11 左は, 単一の粒径の水滴のみ

を考慮した場合で, 太陽を中心とする同心円状の模様

が見られる. これらは, いわゆる主虹, 副虹, 三次虹, 
及びその他の虹からなる系列であり, もし雲が本当に

単一の粒径の水滴のみから構成されるときは, このよ

うに見えるのが物理的に正しい. しかし, 一般的な雲

では, 単位体積内の水滴の半径にばらつきがある. 虹
の系列が現れる角度は, 粒子の半径に応じて変化する

ため, 粒径の分布に広がりがあると, 平均化されて虹

が見えにくくなる. 実際の雲に含まれる水滴の粒径分

布をよく近似できるガンマ分布を考慮することによっ

s x t 

kt,M 

kt,m 

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ 
s x t 

kt,M 

kt,m 

・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ 

(a) (b) 
図 9 分割位置の決定過程における矩形候補の列挙 

Algorithm 3 

1. 区間[s,t]内の kt(x)の最大値 kt,Mを求める.  

2. グラフ kt(x)と y=kt,M, x=s, s=t で囲まれる領域内に入る矩形

の中で, 面積が最大のものを探す. 

3. 得られた矩形の面積を S とし, 1≤S なら分割を行わず, 

終了する. 

4. 1>S なら, 矩形の両端の x 座標を d1, d2とし, 区間の中心

に近いほうを選択し, d とおく.  

5. x=d で区間を二分し, それぞれについてこのアルゴリズム

を再帰的に適用する. 

図 10 二次元の例. 領域の
中央付近のみ kt が小さな
値をとる場合. 

kt 

x 

y 



て, 図 11右のように, 同心円状の模様は見えなくなる. 
雲の粒径分布は, 有効半径及び LWC によってパラ

メータ化できるが, これらが変化した場合に, 雲の見

え方がどのように影響されるかを以下に示す. まず, 
これら二つのパラメータの影響を独立に考えるために, 
式(5)によるパラメータ化を考慮しない場合の結果を

図 12 に示す. この実験では, 大気とエアロゾルの影響

は無視し, 光の散乱は多重散乱まで考慮した. 図 12 か

ら分かるように, 雲の見え方は有効半径と LWC の双

方に応じて変化する. 有効半径が小さく, LWC が大き

いときは, 多重散乱光が支配的となり, 雲内部の詳細

な形状が見えなくなる.  
次に, 式(5)による近似を仮定した場合, すなわち,粒

径分布が LWC のみによってパラメータかされる場合

の結果を図 13 に示す. LWC の増大に伴って, 有効半径

も大きくなるため, 雲の見え方の違いは, 図 13 で有効

半径を固定した場合よりも緩やかになり, LWC が大き

いときも, 雲内部の詳細形状が認識できる.  
 次に, 提案法のインポータンスサンプリングによる

効果を示す. まず, 区間光路のサンプリングの所要時

間について示す. 図 14 に示したように, 1,000,000 本の

区間光路あたりの距離のサンプリングにかかる時間は, 
従来法が2,362秒であり, 提案法は19.5秒であった. ま
た, レンダリング時間全体に占める距離のサンプリン

グの所要時間の変化を調べるために, 図 15 に, 
1,000,000 本の区間光路あたりのレンダリング時間を

示した. Algorithm 1 に基づく従来法[3,17]では, 距離の

サンプリングが全体の 99.4%を占めており, ボトルネ

ックであったが, 提案法では, 57%に軽減されている. 
これらの結果から, 提案法により計算時間が 2~3 桁

程度改善されたといえ, その有効性が示された. なお, 

34.2s 

従来法 

提案法 

2,376s 

図 15 従来法と提案法の, 区間光路 1,000,000 本あ
たりのレンダリングにかかる時間. 緑色はサンプ
リング以外の計算時間であり, ほぼ共通である. 
 

19.5s 

従来法 

提案法 

2,362s 

図 14 従来法と提案法の, 区間光路 1,000,000 本
あたりの距離のサンプリングにかかる時間 
 

図 11 ガンマ分布を考慮しない場合(左)と 
ガンマ分布を考慮した場合(右) 

double sampleDistkdTree(double tfar, Point x0, Direction ω){ 
double tnear = 0; Stack s; initStack(s);  
kdTreeNode* p = rootNode(); 
while(1){ 

while(!isLeaf(p)){ 
if(splitAt x~ (p)){ 

double d = findIntersection x~ (p->coord); 
if(d <= tnear) p = p->backNode; 
else if(d >= tfar) p = p->frontNode; 
else{ 

pushStack(stack, p->backNode, d, tfar); 
p = p->frontNode; 
tfar = d; 
}} 

else if(splitAt z~ (p)){ 
double d = findIntersection z~ (p->coord); 
if(d <= tnear) p = p->backNode; 
else if(d >= tfar) p = p->frontNode; 
else{ 

pushStack(s, p->backNode, d, tfar); 
p = p->frontNode; 
tfar = d; 
}} 

else{ 
double sm, sM; 
findIntersectionh(p->coord, &sm, &sM); 
if(#solution <= 1) p = p->topNode; 
else{ 

if((tnear < sm) && (sM < tfar)) { 
pushStack(s, p->topNode, sM, tfar); 
pushStack(s, p->bottomNode, sm, sM); 
p = p->topNode; 
tfar = sm; 
} 

else if((tnear < sm) && (sm < tfar) && (tfar <= sM)){ 
pushStack(s, p->bottomNode, sm, tfar); 
p = p->topNode; 
tfar = sm; 
} 

else if((sm <= tnear) && (tnear < sM) && (sM < tfar)){ 
pushStack(s, p->topNode, sM, tfar); 
p = p->bottomNode; 
tfar = sM; 
} 

else if((sm <= tnear) && (tfar <= sM)) 
p = p->bottomNode; 

else p = p->topNode; 
            } 
         } 
      } 
 

double t = sampleDist2(tnear, tfar, p->maxValue, x0, ω); 
if(t < tfar) return t; 
if(isEmpty(s)) return INFINITY; 
popStack(s, & p , &tnear, &tfar); 

   } 
} 

Algorithm 4 



kd-Tree の構築時間は数秒から十数秒であった.  
最後に, 提案法によって, 空気とエアロゾル, 雲を

含む空のレンダリング結果を図16に示す. 実験に用い

た例では, 5:50am が日の出の時刻であり, その時刻か

ら始めて, 80 分おきの結果を 4 枚示した. 画像の解像

度は 560×240であり, レンダリングには一枚当たり5
時間要した. 
 

7. まとめと今後の課題 
 本稿では, 粒径分布に基づいた, 大気と雲の写実的

なレンダリング手法について述べた. レンダリングに

おいて重要と思われる構成物質の種類やパラメータ, 
また, 散乱計算に必要なパラメータの計算法について

述べた. 提案法は, 確率論に基づく unbiased な手法で

あり, 区間分割に基づくサンプリングによって計算効

率が 2~3 桁向上した. また, 計算が収束するために, 
散乱角のインポータンスサンプリングを行う必要があ

ることを述べ, そのための方法を示した. 
 今後の課題として, GPU を利用した実装が考えられ

る. また, レンダリング時間短縮のために, メトロポ

リス法を利用することが考えられる. 
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付録 区間分割定理の証明 
証明 定理における(a)が成り立つのは式(10)より明ら

かなので, (b)が条件をみたすことを示す. (a)の確率分

布から, (i)の手順では, 

( ) ( ) ( )dkeqdsdP t
sd ,

)i( , τ−=<≤ , ( ) ( )qseqdP ,
)i(

τ−=≥  

なる確率で, d1がサンプリングされることが分かる. 
同じように, (ii)では, 

( ) ( ) ( )dketdqdP t
qd ,

)ii( , τ−=<≤ , ( ) ( )tqetdP ,
)ii(

τ−=≥  

なる確率でd2がサンプリングされる. (ii)の操作は, (i)
の手順で, d1がqを超えたときしか実行されないので, 
結局,  

( ) ( ) ( ) ( )dkeqdsdPqdsdP t
sd ,

)i( ,, τ−=<≤=<≤  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )dkedkee

tdqdPqdPtdqdP

t
sd

t
qdsq ,,,

)ii()i( ,,
τττ −−− ==

<≤⋅≥=<≤  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )stqtsq eeetdPtdPtdP ,,,
)ii()i(

τττ −−− ==≥⋅≥=≥  

となる. ■ 



 
 
 
 
 

(a) 5:50am (b) 7:10am 

(c) 8:30am (d) 9:50am 
図 16  大気と雲のレンダリング例 

 


