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1. はじめに 
煙, 炎, 空（雲と大気）は日常的に見られる非均質な関与

媒質である. 関与媒質の写実的なレンダリングでは光の散

乱計算が重要であり, その効率的な計算法は CG 分野にお

ける重要な研究テーマの一つである. 写実的なレンダリン

グにおいて, モンテカルロ積分に基づく方法は広く用いら

れており, これまで様々な方法[1-4]が開発されてきた. こ
れらの手法では, 各ピクセルの輝度を計算するために大量

の光路を生成し, それらの寄与を積分する. 非均質な関与

媒質においては, こうした光路を生成する計算コストが高

い.  
本稿では, 光路を効率よく生成する方法に焦点を当てる.

光路の生成において, 統計的に偏りがないことは重要であ

り, 次のような利点がある：1) 解は厳密解に収束する, 2) 
偏りのある計算法では計算誤差の推定は難しいが, 偏りの

ない手法では分散を計算することによって容易に推定でき

る[5], 3) 偏りに起因するアーティファクトを気にする必要

がない.  
関与媒質で光路を生成するには, ランダムに一連の散乱

事象を生成する. 新たな散乱事象の位置を決定するには, 
直前の散乱事象からの距離である自由行程(free path)を, 
乱数にしたがって決定する必要がある. 自由行程を効率よ

く定めるため, しばしば free path sampling と呼ばれる重

点的サンプリング法が適用される. Free path sampling で
は, 光学的距離に関連する確率密度関数が与えられ, その

分布に従うように自由行程を定める[3]. しばしばレイマー

チングがこの目的のために利用される[3]が, 得られる解に

は偏りがある. 統計的に不偏な解を得る手法として, 原子

力科学の分野では Woodcock tracking[7] が提案されてお

り, Raab ら[4]によって初めて CG 分野に導入された. 自由

行程は, 散乱事象が起こったかどうかを判断しながら, 微
小な距離を確率的にインクリメントしながらサンプリング

される. これらの微小距離は, 媒質の最も密な領域をサン

プリングできるように十分小さくとる. 媒質が非均質であ

るほど, Woodcock tracking は非効率であることが知られ

ている[8]. その理由は疎な領域における平均自由行程は密

な領域よりも長く, 次の散乱事象を見つけるまでに微小距

離が何十回から何千回もインクリメントされるためであ

る. 
この問題を解決するために, 我々はアダプティブでかつ

統計的に不偏な方法を提案する. 前処理で, 提案法は媒質

の解析領域を複数の部分空間に分割し, 各部分空間内での

媒質の分布がなるべく一様になるようにする. こうした部

分空間はkd-木によってあらわす. レンダリング時は, 散乱

事象の位置を媒質の平均自由行程の空間変化に応じてアダ

プティブに決定する. また我々は提案法が統計的に不偏で

あることを保証する. 提案法の重要な貢献は, サンプリン

グの効率を評価するコストモデルに基づいた自動な空間分

割スキームである. 提案法ではコストモデルに基づいた最

適な分割位置を見つけるのに, largest empty rectangle 
problem を解く. また, 提案法は図 1 に示すような空全体

のような広大なシーンを含むさまざまなシーンを扱うこと

ができる. 非均質の度合いが高いシーンでは, 提案法は従

来法に比べて一桁から二桁以上の高速化を実現する. また, 
提案法は CUDA で実装されている. 

提案法の重要な利点として, 提案法は, 関与媒質のレン

ダリング時に光路の生成を行うすべての従来法の高速化に

用いることができる. そのような従来法には, メトロポリ

ス光伝達法[3]やフォトンマップ法[2]も含まれる. また提

案法は CG 分野に限らず, 原子力科学やメディカル科学の

分野にも応用できる.  
2．関連研究と本研究の位置づけ 

関与媒質をレンダリングするには , 放射輸送方程式

(radiative transport equation) を解く(文献[9]). これまで

様々な手法が提案されており, 詳細なレビューについては

文献[10,11]を参考されたい. Cerezo ら[10]によれば, これ

らの手法は, 文献[12,13]のようなグリッドベースの手法や

光路追跡法のようなモンテカルロ積分に基づくサンプリン

グベースの手法[2,3]がある. グリッドベースの手法では, 
精度の高い結果を得るためには細かくグリッドを分割する

必要があり, 複雑なシーンのレンダリングには向かない.  
サンプリングベースの手法では, 各ピクセルの色を計算

図 1. 同じ時間かけた場合の提案法(左)と従来法(右, Raab らの手法

[4])の計算結果. この例では, 提案法では同じレンダリング時間内

に, 従来法よりも 380 倍の光路をサンプリングできる. 



するために, 散乱事象の集合から構成される多数の光路を

生成する. 散乱事象の位置を決めるため, レイマーチング

法[2,3,14](またはその変形版, たとえば文献[15])がよく利

用されるが, 計算結果にはバイアスがあり, 厳密解に収束

しない.  
不偏なサンプリングを行うため, Raab ら[4]は, 原子力

科 学 の 分 野 か ら Woodcock tracking [7,16] ( 別 名

delta-tracking, pseudo- scattering)を導入した. Woodcock 
tracking が不偏であることは, Coleman [6]によって証明

されたが, 非均質な関与媒質のレンダリングにおける計算

効率が悪いことが知られている[8]. しかし過去数十年間, 
この問題を改善するための手法はほとんど提案されていな

い . 近年 , Woodcock tracking の GPU 実装が, 例えば

Badal ら[17]によって提案された. また, Leppänen[8]は, 
Woodcock tracking の改良法として, 吸光の強い領域を光

学的に薄い領域から分け, これら二つの領域を別々に扱う

手法を提案した. しかし文献[8]の問題設定と異なり, CGで

扱う媒質は通常連続的な分布をしており, いかにしてこの

ような二段階の分割を行うかが自明でない. 
本研究では, Woodcock tracking [7]に, 空間分割の概念

を導入し, 不偏なサンプリングを保証しつつ, レンダリン

グの効率化を図る. また, 計算効率をなるべく最適にする

ような空間分割を自動的に行う方法を提案する. さらに提

案法はシーンの複雑さに対してスケーラブルである.  
3. Free Path Sampling 

本 節 で は free path 
sampling について述べ, レ
イマーチングと Woodcock 
tracking の問題点について

述べる.  
モンテカルロ法に基づく

方法では, ピクセルの輝度を

推定するため, 大量の光路をサンプリングして各光路の寄

与を積分する. 各光路は, 図2に示すように, 散乱事象の集

合から構成される. 散乱事象 i がすでに生成されたとして, 
散乱事象(i+1)を生成するには, 散乱方向

iω
r
と次に散乱が起

こる位置までの自由行程
id をサンプリングする. 散乱方向

をサンプリングするには, 散乱位置における位相関数に基

づいて, wavelet importance sampling 法[18]などにより

重点的サンプリングを行う. 自由行程
id は次の確率密度関

数に従うように選ぶ[3]. 
                        (1) 

ここで , 
ix と

1+ix は散乱事象 i と (i+1)の位置を表し , 
( )1, +ii xxτ は

ix と
1+ix 間の光学的距離, ( )1+ik x は

1+ix におけ

る消散係数を表す. 上記の確率分布関数に従って距離を選

ぶ方法として, 逆関数法とレイマーチングを組み合わせた

方法(乱数ξ が与えられたとき, ( ) ( )ξωτ −−=+ 1ln, iiii d xx r

を満たす自由行程
id をレイマーチングによって求める方

法)がよく利用されるが, この方法は区分求積により光学的

距離を求めるため, 結果にバイアスが生じる.  

Woodcock tracking (Algorithm 1 参照)は, 棄却サンプ

リングに基づき, 次に示すように自由行程を不偏にサンプ

リングする. まず媒質の消散係数の最大値 Mk を求める. 次
に, Woodcock tracking は, 媒質を消散係数が Mk である一

様媒質とみなして, 擬似散乱事象をサンプリングする. こ
うした擬似散乱事象は確率 ( ) Miii kdk ω

r
+x で, 真の散乱事

象として採用される. この方法は, Coleman[6]によって,   
得られる

id が式(1)の確率分布に従い, 不偏であることが証

明されている . 乱数を生成しながら , 自由行程
id は

( ) Mkrand ) (log− だけインクリメントされ, その期待値は

Mk/1 である. 非均質な媒質では, ( )iii dk ω
r

+x は Mk よりも

小さく, 密度の薄い領域では確率 ( ) Miii kdk ω
r

+x は小さい. 
このため, 真の散乱事象を見つけるまでに何度も乱数が生

成され, Woodcock tracking は媒質の非均質な度合いが高

いほど効率が悪い.   
4. 不偏なサンプリングと空間分割 
 自由行程を効

率的にサンプリ

ングするため , 
提案法では, 図 3
に示すように , 
空間を消散係数

の分布(媒質の濃

度分布とほぼ等価と考えてよい)に応じて分割し, kd-木で

表現する. また, それぞれの部分空間の中で, Mk をその空

間中の消散係数の最大値と設定する. これにより, 疎な領

域における一反復辺りに進む距離の平均が長くなり, かつ

式(2)の条件を満たしやすくなるため, 反復回数が減ること

が期待される.  
 以下ではまず空間分割が与えられた場合に不偏なサンプ

リングを行う方法について議論し, 続いてサンプリング効

率をあげるための空間分割法について述べる. 最後に得ら

れた kd-木を用いたサンプリング法について示す.  
4.1. 分割された空間における不偏なサンプリング 

0x を始点とし, 方向ω
r
に向かう光線を考え, 図 3 に示す

ように部分空間 i と j を通過するとする. 各部分空間内の最

大消散係数を )(i
Mk 及び )( j

Mk とする. また, 
0x からこれらの

部分空間との交点までの距離を s, q, t とする. 区間[s,t)に対

して自由行程をサンプリングするため, まず一つ目の区間

[s,q)に対して, Algorithm 1 で Mk , mind , maxd の代わりに
)(i

Mk , s, q を用いてサンプリングを行う. この結果, 区間[s,q)
内でおこる散乱事象がサンプリングされるか, または自由

図 2. 光路の例. 黒丸は散

乱位置を表す.  

図 3. 提案法における空間分割とサンプリン

グの概念図 
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行程が q を超えるかのいずれかである. もし自由行程が q
を超えた場合, 自由行程を q にリセットしてから二つ目の

区間[q,t)に対して Algorithm 1 で Mk , mind , maxd の代わり

に )( j
Mk , q, t を適用してサンプリングを行う. このリセット

の処理は文献[19]で異なる媒質境界を扱うために用いられ

ている. この処理によって不偏なサンプリングを得られる

ことは , Algorithm 1 で Mk , mind , maxd の代わりに , 
( )ωrzktzs +≤≤ 0max x , s, t を用いた場合と上記の処理によっ

て得られた自由行程 d がどちらも次式の確率分布に従うこ

とを示すことにより確認できる(証明は付録を参照).  

                       (2) 

 
4.2. 空間分割法 

4.1 節で示した方法の処理効率は, 空間分割の仕方に依

存する. もし均質に近い空間を分割すると, リセットの処

理を行う分反復回数が増えてしまう可能性がある. 反対に

空間を分割することで, 部分空間の最大消散係数が空間全

体の最大消散係数よりも十分に小さくなれば, 反復回数が

減ることが期待できる. これらの考察をもとに, 以下では

空間分割の終了条件と最適な分割位置について議論する. 
まず 1 次元の場合について述べ, 次に 3 次元の場合へ拡張

を行う.  
 
一次元の場合. x 軸上に媒質が分布し, その消散係数の分布

が与えられている例を考える. w 軸を消散係数の値を表す

軸とし, 区間[s,t)を考える. まず簡単な例として図 4(a)に示

すように, 区間[s,t)内で消散係数がただ一つ極大値を持つ

例を考える. この区間を分割するかどうか, また最適な分

割位置を決めるため, 以下に示すような反復回数の増減に

着目したコストモデルを考える. 
 区間[s,t)内の消散係数の最大値を Mk とすると, まず, 区
間を分割しない場合は, 一反復あたりに進む距離が

Mk1 で

あり, 区間の長さが(t-s)であるから, この区間を光線が通

過するときに要する反復回数は平均で ( )stkN M −= である. 
次に, 位置 q で分割した場合, q より左の区間内の最大消散

係数を
MLk とすると, 左右の区間を通過するのに要する反

復回数の平均はそれぞれ ( )sqkML − と ( )qtkM − となる. ここ

で反復の際に q をまたぐ場合は, 位置を q にリセットする

必要があるので, 分割後の区間[s,t)を通過するのに要する

反復回数の平均は , ( ) ( ) 1+−+−= qtksqkN MMLpart
となる . 

したがって, 分割による反復回数の減少 ΔN は 
                  (3) 

と表される. 位置 q をこの反復回数の増減を最小にするよ

うに, すなわち 

                           (4) 

によって選ぶとき, 0>ΔN ならば, 分割により反復回数が

減少するので, qでの分割を採用するとレンダリングの計算

コストを減らすことができる.  
次に, より複雑なケースを扱えるように, 式(4)の問題を

図4(a)に示した最大長方形Rを見つける問題に帰着させる.
図 4(a)を見ると, 式(3)の ( )( )sqkk MLtMt −− ,,

はグラフ上部の

領域 E に接する長方形 R の面積を表すことがわかる. 同様

に, 分割を行わない場合の平均反復回数 ( )stkM − は, バウン

ディングボックス B の面積を表すことがわかる. 直感的に, 
B に含まれる領域 E はサンプリングにおける無駄な反復に

相当し, E に含まれる最大の長方形 R を見つけ, これを除去

することによってサンプリングの効率を改善できる.  
上記の問題は次のように式(4)を 

        (5) 

と置き換えて定式化できる. ここで, ΔN は, R’を E から取

り 除 く こ と に 対 応 す る 反 復 回 数 の 減 少 を 表 し , 
( ) ( ) ( )RTRARN ′−′=′Δ と与えられる. ( )RA ′ は, 単に R’を E か

ら取り除いたときの反復回数の減少で, R’の面積に等しい. 
( )RT ′ は分割によって増加する反復回数を表し, R’が媒質の

境界に接する場合は 1, そうでない場合は 2 となる. 
式 (5)を満たす R を求めるには , 2D largest empty 

rectangle problem[20]の変形版を解く. 我々の問題では, 
長方形の面積を ΔN に置き換える. 解法として, E を x 軸に

沿って n 個のビンに離散化し, 動的計画法を用いて最大長

方形を探索する. 計算量とメモリ使用量はどちらも O(n)で
ある. 
図 4(b)中の R’が最大長方形として見つかったとする. 

1q
と

2q を R’の両端とする. Kd-木を構築するため, 区間を一回

だけ分割する. R’の両端のうち, 区間の中心 ( ) 2/tsc += に近

いほうを選び, 分割位置 q とする(図 4(c)). これによって, 
左右の区間の大きさをなるべく均等に保つ. 空間分割は図

4(c)のように, これらの区間に対して再帰的に適用する. 
Kd-木は, 内部ノードが分割位置を表し, 葉ノードが対応

する区間内の最大消散係数を記憶するように構築する. 
 
三次元の場合. 媒質の区間は三次元領域 V に置き換わり, V
を分割する平面を決めることが目的になる. Kd-木を構築す

るため, 座標軸に垂直な平面のみ考慮する. 一次元の解法

の単純な拡張として, ( ) Vkwkw M ,, == x で囲まれた四次元領

域内の最大超直方体を探索することが考えられるが, 四次

元の largest empty hyper-rectangle problemは計算量が高

い(文献[21]). 
 その代わり, 我々はヒューリスティックなアプローチを

とり, kd-木を 1 分以内に構築できる方法を提案する. 提案

法は常に最適な木を構築するわけではないが, 5.2 節に示す

ような複雑な媒質にも対応できる. 提案法では, 分割平面

を見つけるために, 各座標軸に沿った三つの一次元の問題

を考え, 各座標軸に対して候補を一つずつ選定し, 最後に

これらの中からもっともよいものを選ぶ. 

図 4. 一次元での媒質の消散係数の空間分布の例. 
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 まず, x 軸について分割候補を見つける方法を説明する. 
まず x 軸に沿って, 一次元関数 ( ) ( )zyxkxk zy ,,max ,=+

を構築

する. この関数に対して, 一次元の場合で述べた largest 
empty rectangle problem の解法を適用して最大長方形を

さがし Δ
+N を得る. もし 0>Δ

+N なら, 対応する分割位置
+q

を得る. この単純なアプローチはたいていの場合にうまく

いくが, ( )xk+
だけでは, 密度の濃い領域に囲まれた薄い領

域を見つけるのに十分ではない. そこで, 二つ目の一次元

関数 ( ) ( ) ( )zyxkzyxkxk zyzy ,,min,,max ,, −=δ
を導入する. 図 5

に, ( )xk+
と ( )xkδ の構成法を示す. ( )xkδ は, x 軸に垂直な x

を通る平面内における媒質の分布が非均質であるほど大き

く, 反対に均質であるほど小さい. もしそのような均質な

領域を領域全体から取り除けば, 残るのは密度の薄い領域

が密度の高い領域に囲まれている可能性の高い非均質な領

域である. こうした均質な領域を見つける方法として, 一
次元の場合で述べた largest empty rectangle problemの解

法が利用できる. ( )xk+
に対して Δ

+N を得る操作と同じ操作

を ( )xkδ に適用して Δ
δN を得る. もし 0>Δ

δN なら, 二つ目の

分割位置
δq を得る. 最後のステップは, こうして得られた

二つの分割位置から, 一つを選ぶことである. 実験から, 

+q を
δq より優先して使うほうがパフォーマンスがよいこ

とから, 我々は, Δ
+N と Δ⋅ δNF を比較して, 値の大きいほう

に対応する分割位置を採用し, またこのときの値を x 軸で

分割したときの利得の数値表現とする. Fは定数であり, 0.7
に設定するのがよい. 
 上記の処理を, y 軸と z 軸に対しても適用する. サンプリ

ングのコストを低くするために, 各軸での分割の利得の中

で最大の軸を探す. もしその値が 0 以下ならば, V は分割し

ない. そうでないとき, 対応する軸の分割位置に垂直な平

面で分割する. 
 物体表面を扱うには, まず上記の kd-木構築のプロセス

を媒質に対して適用する. 次に各葉ノードについて, もし

物体表面を含むならば, 葉ノード内に物体表面のためのサ

ブ kd-木を構築する. これによって, 別々の kd-木を使って, 
物体との交点と散乱事象の計算を別々に計算する場合に比

べて, 処理時間を短縮することができる. 
 
4.3. トラバーサル 
構築された kd-木を用いた光線トラバーサルアルゴリズ

ムを Algorithm 2 に示す. Algorithm 2 にでは, まず現在

のサンプリング位置に対応する葉ノードを探す. 4 行目の

mind と maxd は, ノードの最近点と最遠点までの距離である. 
各葉ノード内で, Algorithm 1 を適用して散乱事象をサン

プリングする. もし 8 行目に示すように, 物体表面との交

点が見つかれば, tid sec を交点までの距離として設定する. 
もし得られた自由行程 d が tid sec よりも長ければ, 物体表

面との交差を返す. もし d が葉ノード内であれば, 散乱事

象を返す. それ以外の場合は, 光線の次の区間を処理する

ために次の葉ノードに移る. Algorithm 2は極めてシンプル

であり, 一般的な kd-木を用いたポリゴンに対するレイト

レーシングのアルゴリズム(例えば文献[22])に似ており, 
Algorithm 2 の 2, 4, 8, 9 行目は文献[22]のコードを共有す

る. 
 
5. 評価 
 我々は三種類の実験を行った: 1) 計算の収束に関する比

較実験, 2) 詳細なパフォーマンスの比較実験, 3) 自然な関

与媒質のレンダリング. 実験には, Intel Core2 Extreme 
QX9650 の CPU 及び nVidia GeForce GTX 295 の GPU を

搭載したPCを使用した. 5.1節及び5.2節の実験には, CPU
のコアを一つのみ使用した. 評価を簡単にするため, 光路

追跡法に対して free path sampling の方法を複数実装し

て比較を行った. レンダリングでは, 多重散乱と相互反射

を考慮し, ルシアンルーレットによって光路の打ち切りを

決めることによって, 確率的に任意の回数の散乱と反射を

扱えるようにした. すべての実験で, 空間分割に要した時

間は 1 分以下であり, ノイズが十分に低減されるまでに要

するレンダリング時間と比べて無視できる. 
 
5.1. 収束に関する比較実験 
まず, レイマーチング, Raab らの手法[4]と提案法の計算

時間と結果の収束に関する比較結果を図 5 に示す. この実

験では, 図 5 左に示す煙をそれぞれの手法でレンダリング

した場合の, 計算時間に応じたRMS誤差を図5右上のグラ

フに対数-対数スケールで示した. レイマーチングについて

は, ランダムオフセットによってエリアシングの問題を回

避し, シーンの平均自由行程の最小値( Mk/1 )を基準にして, 
サンプリング間隔をその 4 倍, 1 倍, 1/4 倍, 1/16 倍に設定し

た場合を考慮した. レイマーチングによる計算にはバイア

スがあるので, 特に 4 倍と 1 倍の結果に顕著に見られるよ

うに, グラフが途中で曲がり厳密解に収束していないこと

図 5. 関数 ( )xk+
と ( )xkδ の構築方法と分割位置の計算について. 

各位置’a’について, x 軸に垂直なスライス’a’内を走査して, 最大

消散係数と最小消散係数( ( )ak+
と ( )ak−

)を計算する. ( )ak δ
は

( ) ( )akak −+ − により定義する. 



がわかる. サンプリング間隔を細かくすれば, より正しい

解に収束するが, 計算に要する時間が長くなる. 提案法は

この実験で比較した他のどの手法よりも速く収束し, Raab
らの方法との比較では, 誤差を同じレベルまで減らすのに

かかる時間は提案法の方が 10 倍以上短い.  
 
5.2. 詳細なパフォーマンス評価 
 Algorithm 1 と 2 を用いた場合の free path sampling に

要する時間を様々な媒質に対して比較する. 幅広く媒質を

カバーするため, 濃度の違い(消散係数の違い), 分布の局

在性の違い, 濃度変化の激しさの違いを勘案してテスト用

の媒質を作成した. その際, 密度が薄くて大きな媒質と密

度が濃くて小さな媒質は同じ外観であるという事実(位置

と消散係数, 散乱係数, 吸光係数の無次元化により確かめ

られる)に基づき, 媒質の大きさを固定して, 消散係数の大

きさを変化させた. 濃度変化の激しさの違いは三次元のパ

ーリンノイズ[23]のオクターブ値 (大きな値ほど濃度変化

が激しい)によりコントロールする. 
 まず, オクターブ値を 1 から 8 まで変化させて 8 種類の

ベースとなる媒質を用意し, 消散係数を[0,1]の範囲に正規

化する. 次に, 各ベース媒質に対して, コントラストを

( )9,,1,2 K=jj に変更して 9 種類のバリエーションを準備す

る. ここで, コントラストは消散係数の平均値に対する消

散係数の最大差異の比と定義する. コントラストを変更す

るために, 適切な n 乗を適用した. こうして得られた 72 種

類の媒質に対して, 最大消散係数を基準値の1/8, 1/4, 1/2, 1, 
2, 4, 8 倍に変更して 7 セットの媒質を準備し, これら 504
種類の媒質に対してパフォーマンス評価を行った. 
 Algorithm 1 と 2 は同じ確率分布に従って自由行程をサ

ンプリングするので, 106本の光線を生成するのに要する時

間は公平に比較できる. 最大消散係数が基準値である場

合の媒質のレンダリング結果を図 7(a)に示し , また

Algorithm 2 の Algorithm 1 に対する高速化比を図 7(b)に
示した. 他の 6 セットについての高速化比の傾向は同様で

あり, スケールのみが異なるので, 6 セットすべてについて

高速化比を示す代わりに, 最大高速化比と最小高速化比を

図 7(c)に示した. 媒質の消散係数が大きな値であるほど, 

提案法が高速であることがわかる. 
 媒質のコントラストが高く, 低いオクターブ値から生成

されたものであるほど, 提案法による高速化比が高い. 図
7(a)に示すように, 密度の高い領域が狭い領域に密集して

いるほど, 提案法は効率的である. 自然界に存在する関与

媒質はこの性質を持つものが多い. 図 7(b)の青い四角で示

したようにいくつかの例で提案法が遅い場合があるが, こ
れらは媒質がほぼ均質場合であり, またパフォーマンスの

低下はわずか数％である. 
次に, レンダリングプロセス全体の高速化比について論

じる. レンダリングプロセス全体では, free path sampling 
のほかに, シェーディングや散乱方向のサンプリングの処

理がある. 我々の実装では, これらの処理は全体の半分程

度の時間を占めるため, レンダリングプロセス全体の高速

化比は free path sampling の高速化比の約半分である.  
 
5.3. レンダリング結果 
 提案法によるレンダリング例について, 炎, 蒸気, 雲と

大気の例を図 8 に示す. Raab らの方法を用いた場合と比較

して, 同等の画質を得るのにかかるレンダリング時間は, 
炎, 蒸気, 雲と大気の例でそれぞれ 1/2.7, 1/8.9, 1/380 に短

縮された. 一般に, 雲の消散係数は大気の 100～1000 倍で

あり, 空は極めて非均質な媒質である. このため, 提案法

による高速化の度合いが大きい. なお, kd-木の構築にかか

った時間はいずれも数秒程度であり, レンダリングにかか

った時間に比べて無視できる. なお, CUDA を用いて提案

法を実装し, GeForce GTX 295 で計算を行った場合は, 
CPU による計算に比べて, 50 倍程度高速であった.  
 
６. まとめと今後の課題 
 本稿では, 非均質な関与媒質の効率的なレンダリングの

ためのアンバイアスな重点的サンプリング法を提案した. 
提案法では, 空間を分割して, 一反復で進む距離の平均を

媒質の消散係数に適応させることにより, 疎な領域での反

復回数を減らして高速化を実現した. また, 空間分割問題

を Largest Empty Rectangle Problem に帰着して, 高速化の度

合いをなるべく最大化する方法を提案した. 提案法は従来

のアンバイアスな方法と比べて, シーンによっては数桁の

高速化を実現した. また CUDA により GPU で計算するこ

とで CPU による計算よりも 50 倍程度高速に計算すること

図 6. 左: 参照画像. (a): 参照画像. (b), (c): Raab ら[4]の方法と提案

法でレンダリングした場合. (d): レイマーチングにてサンプリング

間隔を Mk/1 の 4, 1, 1/4, 1/16 倍に設定した場合. time*: 106本の光

線をサンプリングするのに要した時間 

図 7. (a): 最大消散係数が基準値である媒質のセットの外観. (b): 
(a)のセットの場合の高速化比. (c): 各セットについての最大高

速化比と最小高速化比.



ができた. 今後の課題として, 提案法を他のモンテカルロ

積分に基づくレンダリング法(例えばメトロポリス光輸送

法など)に実装することが挙げられる.   
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付録. 不偏性の証明 
証明 Algorithm 1 によって得られる自由行程が式(2)の確率

分布に従うことは Coleman[5]によって証明されているので, 
ここでは 4.2 節の方法が式(2)の確率分布に従うことを示す. 
Algorithm 1 が自由行程をサンプリングする確率分布より, 
一つ目の区間においては,  

( ) ( ) ( )dkeqdsdP t
sd ,

)i( , τ−=<≤ , ( ) ( )qseqdP ,
)i(

τ−=≥  

なる確率で, d1がサンプリングされることが分かる. 同じよ

うに, 二つ目の区間においては, 
( ) ( ) ( )dketdqdP t

qd ,
)ii( , τ−=<≤ , ( ) ( )tqetdP ,

)ii(
τ−=≥  

なる確率で d2がサンプリングされる. 二つ目の区間のサン

プリングは, 一つ目の区間に対するサンプリングで, d1が q
を超えたときしか実行されないので, 結局,  

( ) ( ) ( ) ( )dkeqdsdPqdsdP t
sd ,

)i( ,, τ−=<≤=<≤  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )dkedkee

tdqdPqdPtdqdP

t
sd

t
qdsq ,,,

)ii()i( ,,
τττ −−− ==

<≤⋅≥=<≤  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )stqtsq eeetdPtdPtdP ,,,
)ii()i(

τττ −−− ==≥⋅≥=≥  

となる. ■ 

図 8. 提案法によるレンダリング結果. 
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