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1 はじめに

ゼリーのような柔らかいもの（もしくは弾性体）の物理

ベースな変形シミュレーションは, 動画やテレビゲームなど

の分野において重要である. これまで, コンピューターグラ

フィックスの分野において, 弾性体の変形に関する非常に多

くの研究がなされてきた. 質量バネモデルや粒子ベースモ

デル [19, 11, 1]は, テレビゲームのようなインタラクティブ

なアプリケーションに用いられ, より正確な, すなわち連続

体力学に基づいた FEM(Finite Element Method, 有限要素

法)ベースのシミュレーション手法は, 主に正確さが要求さ

れる動画に用いられている. FEM ベースのモデルは, 計算

コストが高いことが知られており, アダプティブ分割法など

の多重解像度手法が提案されている [4, 8].

一般的に多重解像度のアプローチを用いる FEM ベース

の手法では, 入力の弾性体を階層構造をもった複数の要素

(本手法では四面体)に分割する. すなわち, 物体を構成する

複数の要素は多段階解像度 (レベル) からなっており, 木構

造のような親子関係が作られる. 典型的な多重解像度手法で

は, 親要素は子要素の弾性行列を共有しており, 物体は均質

であるか均質な部分毎に要素を分けておく必要がある. さら

に, 典型的なアダプティブな手法では, 四面体分割は変形中

に動的に行われる. これらの手法を直接非均質な物体の変

形に適用しようとすると, 一つの親に属す子要素の弾性行列

（硬さを表す値）が異なる場合には, 各レベルにおける弾性

行列を変形中に動的に計算するのは難しいことから, 適用は

困難であると考えられる.

本稿では, 我々は与えられた硬さの関数に基づいてボトム

アップサンプリングにより, 全てのレベルにおけるすべての

要素の弾性行列を計算する方法を提案する. 提案手法を用い

ることで, 隣接する子要素の弾性行列が連続的に異なるよう

な場合も扱うことが可能となる. さらに分割と弾性行列の計

算を前処理で行い, 変形中に動的にアダプティブにレベルを

変更することで, ランタイムでの計算コストを減らすことが

可能である.

我々のアプローチはオフラインで行う前処理とランタイ

ムに行う処理の 2 つからなる. 前処理において, 入力の弾

性体はシミュレーションが安定するよう, 分割された四面体

のクオリティがよくなるように, 最初に再帰的に複数の四面

体に分割する. 次に, 硬さを与える関数を元にサンプリング

アプローチを用いて, 最も細かいレベルから順に最も粗いレ

ベルにわたる全てのレベル四面体要素の弾性行列を計算す

る. ボトムアップな処理により, 我々は全てのレベルにおけ

るすべての要素の弾性行列を得ることができる. ランタイム

時は, ユーザが与えた誤差上限と要素の歪みに応じてシミュ

レーション要素はアダプティブに選択される. 提案手法を用

いることにより, 均質な変形と同じように非均質な変形をア

ダプティブに行うことができる.

本稿では粗いレベルの弾性行列のみを計算している. 粘性

行列 (エネルギー散逸に寄与) や塑性 (一定以上の外力が加

わった時に元の形状に戻らなくなる性質)は考慮しておらず

今後の課題である.

2 関連研究

コンピューターグラフィックスの分野において弾性体の

変形シミュレーションに関する研究は数多くある [7, 14]. 質

量バネモデルや粒子ベースモデル [19, 11, 1]は, テレビゲー

ムなどのインタラクティブなアプリケーションに用いられ

る. より正確な結果をえる方法に連続体力学に基づいた方

法がある. このような方法はメッシュレスな手法 [6]とメッ

シュベースな FEMにわけることができる. 本手法では後者

に着目する.

一般にメッシュベースな FEM ではシミュレーション空

間を四面体 [16, 13]や八面体 [2]などの有限の要素に分割す

る. これまで FEMを改善するための入力物体の分割に関す

る研究がなされてきた [18, 17]. また FEMのコストを減ら

すために, アダプティブな分割アプローチがよく用いられる

[4, 8, 5]. これらのアプローチでは入力物体を歪みに応じて

変形時に分割する. その一方でこの手法には均質物体にしか

適用できないという問題がある.
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図 1 アダプティブシミュレーションの概観. 簡単のため２次元で表示

非均質弾性体を FEM ベースでシミュレートする方法も

ある [3]. 非均質物体の変形シミュレーションの高速化アプ

ローチに, 細かい要素の集合を粗い要素の集合として数値的

に近似する方法がある [10]. この方法は, 非均質物体が粗い

四面体で構成されており, 粗い四面体の弾性行列は細かい構

造の弾性定数から計算される. そして細かい構造はレンダリ

ング時にのみ準静的に計算される. Nesmeら [15]の手法は

非均質物体をグリッドに埋め込み, グリッドの弾性行列が計

算される. しかし我々の知る限りにおいて, 非均質な物体を

アダプティブにシミュレーションする方法はない.

3 アダプティブなシミュレーション手法

我々の手法はアダプティブなアプローチであり, シミュ

レーションは FEM ベース [16] で行う. 我々のアダプティ

ブな手法では図 1にあるように, 分割処理 (3.1節)を弾性行

列の計算 (4節)とともにオフライン時に行い, ランタイム時

の計算コストを軽減する (3.2 節). このように, 我々の手法

はオフラインの前処理と変形シミュレーション時の処理の

二つからなる.

3.1 四面体の木構造の生成

オフラインの前処理においてまずアダプティブなシミュ

レーションのために四面体の木構造を生成する. この時入力

物体はあらかじめ粗い四面体に分割されているとする. 入力

の四面体に基づいて再帰的に分割し木構造を生成する. ここ

で分割数に応じて各レベルを粗い方から順にレベル 0,1,..,n

と呼ぶ. 分割の時, 全ての四面体の形状をできる限り “ハイ

クオリティ” なままで分割する必要がある. さもないとシ

ミュレーションが不安定になってしまう. 木構造を構成する

ための四面体分割法にはいくつかあるが, 我々は文献 [12]の

ような分割により四面体のみが生成されることが保証され

た方法を用いた. （詳細は 付録 Aを参照. ）

3.2 四面体フロントを用いたシミュレーション

四面体の木構造に対して, まず図 2のようなメッシュ簡略

化 [9] にもよく利用される「四面体フロント」を定義する.
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図 2 四面体木構造のイラスト. 根を構成する「ベース四

面体集合」は入力の四面体の集合でありそれと同時に最も

粗いレベルである. 中間的な四面体の集合はシミュレー

ションに適切なレベルをとっている.

「四面体フロント」とはシミュレーションする際に適切なレ

ベルの四面体の集合を指す. もし「四面体フロント」が全て

の末端の四面体（最も細かい四面体）のみから構成されてい

れば, シミュレーションは最も細かいレベルの四面体により

正確なシミュレーションが行われる. 一方で「四面体フロン

ト」が図 2のような「ベース四面体集合」のみを含んでいる

場合には, シミュレーションは入力の四面体の集合（最も粗

いレベルに属す）により最も高速にシミュレーションが行わ

れる.

変形シミュレーションを行う前に, シミュレーションを精

度を維持したままなるべく高速にシミュレーションできる

ように, 四面体木構造の「四面体フロント」を決定する必要

がある (詳しくは 5.2節と 5.1節を参照).

「四面体フロント」を決定した後, 物体は次式に従って変

形する.

σ = Cε (1)

この式は三次元に拡張されたフックの法則で, σ, ε ∈ R6 は

それぞれ歪ベクトルと応力ベクトルを表し, C ∈ R6×6 は硬

さを表す値である弾性行列を表す.

変形シミュレーション時には, 次に述べるプロセスを毎タ

イムステップ繰り返す. まず, 各要素（四面体）の歪ベクト

ル εを計算する. 次に, 応力ベクトル σ を弾性行列 C を用

いてフックの法則式 (1)に従って変形する. そして, そのタ

イムステップにおける各頂点の加速度, 速度, 座標を計算す



る. 最後に 5.3 節で述べる T-ジャンクションに関する処理

を行う.

4 弾性行列の計算と歪ベクトルの条件

四面体の分割により我々の木構造は四面体のみに構成さ

れる. 入力の弾性物体を分割すると, 最も細かいレベルにお

けるすべての四面体は, ほとんど等分割されているとみな

すことができ, これらの四面体の弾性行列 C は硬さを表す

関数により得ることができる. 次に粗いレベル (レベル 0～

n − 1) の要素 (四面体) の弾性行列 C をボトムアップサン

プリングにより計算する.

ここで弾性行列 C とは式 (1) にあるように, 応力ベクト

ル σ と歪ベクトル ε の線型な関係を表す. すなわち, もし

適切な応力ベクトル σ と歪ベクトル ε が与えられれば, 弾

性行列 C を線型な計算式を解くことで弾性行列 C を計算

できることを意味している. 我々のボトムアップアプローチ

の基本的な考え方は, まず歪ベクトル εに従って粗いレベル

の四面体を動かし, 細かいレベルにおける変形のシミュレー

ションをおこない, 細かいレベルの応力ベクトル σ を計算,

そして一段階粗い四面体の応力ベクトル σ として計算する.

最後に我々は弾性行列C を粗いレベルでの σや εの線型関

係から計算する. 詳細を次に述べる.

4.1 歪ベクトルの分解

線型式を簡単に解くために, まず歪ベクトル εを次のよう

に 6つの基底に分解する.

ε =

6∑
m=1

α(m)ε(m) (2)

ここで, m = 1, ..., 6は基底のインデックスであり, αm ∈ R
は −1 < α(m) < 1 の値をとるスカラーであり, ε(m) は m

番目の要素が 1 で他が 0 となるような線型独立なベクトル

の基底の一つである.

次に, フックの法則は線型なので, 我々は式 (1) を

σ =
∑6

m=1 α
(m)Cε(m) と分解し, 応力ベクトル σ の j

番目の要素 σj もまた σj =
∑6

m=1 α
(m)

∑6
k=1 Cjkε

(m)
k =∑6

m=1 α
(m)Cjm と表す. ここで Cjk は j 行 k 列の要素を

表す. 計算すると

σ =
6∑

m=1

α(m)Cm (3)

となる. ただし Cm は C のm列目を表す.

4.2 弾性行列の計算法

式 (3) に基づいて C の要素を決定する. 各 m 行につい

て α(m) を 0 でないとし, 弾性行列 Cm を Cm = σ/α(m)

として計算する. しかし, 正確に Cm を計算するためには

α(m) 一個のみを用いて計算するには次の二つの理由から不

十分である. まず, σ は数値誤差を含む. 次に, 線型関係

Cm = σ/α(m) は変形が小さい, すなわち |α(m)| が十分小
さい時のみ成立する. 以上の理由から複数のスカラー α(m)

について, 歪ベクトル ε(m) と応力ベクトル σ(m) を計算す

る. そして, 歪ベクトル ε(m) と応力ベクトル σ(m) の関係か

ら弾性行列 Cm を計算する (図 3). この計算手法から, 計算

に線形性が成り立つ α(m) の領域を得ることができる (詳細

は 4.3節を参照).

レベル n − 1 に属す未知の弾性行列をレベル n に属す既

知の弾性行列を用いて計算する方法を次に示す. まず基底

mについて α(m) を決定し, 歪ベクトル ε = α(m)ε(m) を決

定する. 次に, レベル n − 1 の四面体の頂点を動かし, 四面

体がこの歪ベクトル ε となるようにする. これらのレベル

n− 1の四面体の頂点は, レベル nの四面体により共有され

ている. レベル n の四面体のシミュレーションでは, この

ような共有された頂点は固定しておき, レベル n の四面体

にのみ属する残りの頂点を動かす. 具体的には, まず, これ

らのレベル n の四面体にのみ属する頂点の位置を, レベル

n − 1 の四面体の頂点座標から補間ことにより初期化する.

次に, レベル n の四面体を, レベル n の弾性行列 (既知) を

用いて式 (1)に従ってシミュレーションする. なお, このシ

ミュレーションにおいて, レベル nの四面体にのみ属する頂

点だけが更新される. 応力が釣り合った後, レベル nの応力

ベクトルを用いてレベル n − 1の応力ベクトル σ を計算す

る. そして歪ベクトルと応力の関係を図 3 のようにプロッ

トする. α(m) の大きさを断続的に変えることで複数のサン

プルを得ることができる.

最後に, 大きく外れた点を除いた点について直線をフィッ

ティングし, その傾きをレベル n− 1の弾性行列の値とする.

4.3 歪ベクトルの適用範囲

前節で述べたとおり弾性行列の計算に用いられる関係は

小さな変形についてのみである. そのため弾性行列の要素

Cjm は次で述べる α(m) が条件を充たすときのみ適切であ

るとする.
|α(m)Cjm − σj(α

(m))|
|α(m)Cjm|

< T1 (4)

ここで T1 はユーザが指定した閾値であり Cjm は図 3 で

フィッティングした直線の傾き, そして σj(α
(m)) はシミュ
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しかし, 上記の条件だけだと分母が小さい時に誤差が出て

しまう. そこで, さらに次の条件を追加する.

|α(m)Cjm − σj(α
(m))| < T2 (5)

ここで, T2 は別のユーザーが与えた閾値である. もし二つの

条件のうちいずれかが満たされた場合に, 線型条件が満たさ

れたと判定する. 閾値の上限 α
(m)
max と下限 α

(m)
min を求めるの

に実験では値を T1 = 1.0× 10−2 , T2 = 1.0× 10−2 とした.

これら二つの閾値は誤差をコントロールするパラメータ

である. もしパラメータが小さいと, 誤差は小さくなりより

正確になる. このように範囲が小さくなるとシミュレーショ

ンは細かいレベルにより頻繁に変更される.

5 アダプティブなレベル選択

ランタイムステップは次の三つのステップからなる. 1)

四面体フロントの更新, 2)四面体の応力の計算, 外力の計算,

そして各頂点の速度・座標の更新, そして 3)T-ジャンクショ

ンにおける頂点の修正である. ステップ 1) では, 四面体フ

ロントに含まれる全ての四面体について子の四面体を親の

四面体に変更するか, 親四面体を子の四面体に変更するか,

もしくは変更をしないかについてチェックする. これらの変

更条件については 5.1節 と 5.2節で示す. ステップ 2)につ

いては [16]を参照のこと. ステップ 3)の詳細は 5.3節で述

べる.

5.1 親の四面体から子の四面体への変更条件

まず 4.3 節で述べた歪ベクトルの変更条件を考慮してよ

り細かいレベルに変更する必要があるかを判定する. 各四面

体について歪ベクトル εを式 (2)に従って各基底 ε(m) につ

Tet
1

Tet
11

Tet
111
Tet

112

Tet
12

Tet
121
Tet

122

(a)

Tet
1

Tet
11

Tet
111
Tet

112

Tet
12

Tet
121
Tet

122

(b)

図 4 (a) 粗い階層を細かい階層に変更できる場合と (b)

できない場合. 緑色の領域は四面体フロントを示しており,

ピンク色の領域は変更する四面体の候補.

いて分解する. もしすべてのmについて α(m) が次の条件

α
(m)
min < α(m) < α(m)

max (6)

を充たすならば選択されているレベルは適切であると判定

する. 逆に一つでも満たさない mがある場合には子の四面

体に変更する.

5.2 子の四面体から親の四面体への変更条件

細かい四面体を親の四面体（粗い四面体）として扱うと細

かい四面体として変形する場合に比べて誤差が生じてしま

う. そのため細かいレベルを粗いレベルに変更するためには

注意が必要であり, 実際細かいレベルに変更する条件に比べ

て条件が多い. 我々の手法において親階層に変更する条件は

次に述べる 3つの条件を全て充たす必要がある.

1. 親の歪ベクトルが式 (6) の条件を満たし親の四面体

が四面体フロントとして適切であると判定できる.

2. 全ての子の四面体が四面体フロントに含まれている.

3. 全ての子の四面体の歪ベクトルが全て親の四面体の

歪ベクトルと同じである.

最初の条件は, 粗いレベルを扱う際, 歪ベクトルと応力ベク

トルの関係が線型であると保証するのに必要な条件である.

２つ目の条件は細かいレベルの四面体のいくつかがより細

かい階層になっている場合である. この条件は, 子の四面体

が選ばれていないときに, 一気に親に移ると誤差が大きいか

らである. ３つ目の条件は, 子の四面体の実際の応力を考慮

した条件である. もし四面体の応力が大きく異なる場合に

は, 親階層の四面体を選択すると応力の近似がなりたたなく

なってしまう.

5.3 T-ジャンクションの扱い方

異なるレベルの四面体同士が面した面上では図 5 にある

ような T ジャンクション問題が生じる. T ジャンクション



(a) (b)

図 5 (a)T-ジャンクション問題により穴が生じた例.

(b)T-ジャンクション上にある細かい四面体の頂点を粗

い四面体の辺上の中点に固定して連続性を保証.

(a) (b)

図 6 我々の手法 (a)と既存手法 (b)の比較
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図 7 本手法 (赤)と既存手法 (緑)の 1秒あたりの更新回

数の比較（値が大きいと計算時間が早い）.

上にある, 細かいレベルの四面体の頂点でかつ粗い四面体に

は属さない頂点は, 穴や重なりを起こしてしまう. この条件

を避けるために, 他のアダプティブな手法と同様に T-ジャ

ンクション上の点を粗い四面体の辺の中点に移動修正する.

この手続を粗いレベルから細かいレベルについて順に行う

ことで Tジャンクション問題を解決できる.

6 結果

シミュレーションは Intel Core X980 3.33 GHz の CPU,

8GBのメモリを搭載したコンピューターで行った.

まず, 直方体の片方を壁に固定し重力によって変形するシ

図 8 うさぎ型ゼリーのメッシュが四面体構造に埋め込ま

れている. レンダリング時にメッシュの全ての頂点が四面

体構造をもとに補間された座標に移動する.

ミュレーションを我々の手法と既存手法 [16] とで比較した

(図 6). シミュレーション開始時には, 我々の手法ではほと

んどのパーツの変形が十分小さいため, 直方体のほとんどが

粗い四面体で構成されている. 数秒後, 直方体のいくつかの

部分が細かいレベルに変化するが, 残りの部分は変形がそれ

ほど大きくないため元のレベルのままとなっている. 変形が

平衡状態に達した時, ほとんどの部分が最も細かいレベルに

達している. 我々のシミュレーションの結果は既存手法とほ

とんど同じ精度を示している. この変形シミュレーション

における更新毎の必要な処理時間を図 7 に示した. シミュ

レーションの開始時にはほとんどの四面体が粗いレベルに

属しているため, 我々の処理速度は既存手法に比べて十分早

い. シミュレーションが進むに連れて, レベルはより細かい

レベルへと変わっていき, それと同時により多くの処理時間

が必要となる. 変形が十分大きくなり, すべての部分が最も

細かいレベルになると, 計算処理時間は既存手法と（おおよ

そ）同じになる

レンダリング用の滑らかなメッシュは図 8 のように四面

体構造に埋め込まれる. 初期化の段階で埋め込まれた滑らか

なメッシュがどの最も細かい四面体に対応するかを決定す

る. レンダリングのステップでは, 埋め込まれたスムーズな

メッシュのすべての頂点を補間された座標に移動する.

より複雑な結果を示すために重力により変形した均質に

硬いゼリー（上段）と硬さが連続的に異なる非均質なゼリー

（下段）の比較シミュレーションの結果を示す (図 9). 連続

的に硬さがことなるウサギと均等に硬いウサギを比較する

と, 足元は均質なウサギと同じように変形している一方で

頭のほうが柔らかくなっているウサギの方が耳が大きくし

なっているのがわかる.



図 9 均質なうさぎ型ゼリー (上段) と非均質なうさぎ型

ゼリー（下段）の変形シミュレーションの比較. 均質なう

さぎは全体が柔らかく, 非均質なうさぎ型ゼリーの硬さは

底面から上面に従って連続的に異なる. 足元が硬く（赤）

耳の付近は柔らかい（黄）.

7 まとめと今後の課題

本論文では FEM ベースな均質および非均質な物体の弾

性変形をアダプティブにシミュレーションする手法を提案

した.

我々は, 子の既知の弾性行列を用いて粗い階層の弾性行列

の値をボトムアップなサンプリングアプローチにより計算

する方法を提案した. また, 既存のアダプティブな手法のよ

うにランタイム中に動的に分割するのではなく, 分割処理を

前処理に行うことでランタイムの計算コストを軽減した. さ

らに, 歪ベクトルに応じてユーザーが与えた誤差閾値による

動的な階層選択によるアダプティブシミュレーション手法

を提案した.

我々の手法は, 粗い四面体が選択されている時には各タイ

ムステップの処理時間は既存手法より速くなる. 逆に最も悪

い時においても, 処理時間は既存手法とほとんど同じか少し

遅くなるくらいである. サンプリングアプローチにより粗い

レベルの弾性行列の計算をしたが, 粘性定数も同様な手法に

より計算が可能だと考えられる. 将来的には手法を拡張し,

塑性や破壊も実現したいと考えている.
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付録 A 四面体分割

四面体分割手法は [17] を参考にした. 再帰的に分割され

た四面体の集合で安定なシミュレーションを実現するため

には, 1)四面体の辺の比率, 2)四面体の辺の長さのうち最も

短い辺, そして 3)四面体の内角のうち最大の角 の三つの基

準から定義されるクオリティが十分高い必要がある. 我々の

分割手法はこの条件を充たす必要がある. 本手法の特徴は,

再帰的に四面体を分割しても 5 種類のみの四面体のみから

構成される点である（それぞれのタイプの四面体はお互いに

相似, もしくは合同である. ）. この特徴により, 生成された

四面体の辺の比率の組み合わせはレベルにかかわらず 5 種

類のみに抑えることが可能である. さらに四面体の内角のう

ち最大となる角もまたレベルにかかわらず 5 種類のみに抑

えることができる. 最後に同じタイプ, レベルの四面体はお

互いに合同である. このように四面体の最も短い辺はレベル

の深さと四面体のタイプから計算できる. 次に具体的な分割
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図 10 (a)タイプ-aの四面体 abcd. 辺 ab, bc, ac, ad,

cd, bd の中点をそれぞれ e, f , g, h, i, j とする. (b) 4

つの四面体 aegh, ebfj, gfci, hjid は abcd を分割して

できた四面体. これらの 4つの四面体は abcdに相似であ

る. この分割により八面体が残る.
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図 11 (a)八面体 efghij. 線分 ei, gj, fhは kで交わり,

この点はそれぞれの辺の中点である. (b) この八面体を頂

点 k と八面体の面を結んで出来る 8 つの四面体に分割す

る. これら八つの四面体は合同性から 4 つのタイプ (タ

イプ-b, タイプ-c, タイプ-d, タイプ-e) に分けることがで

きる.

法とその証明を示す.

入力の四面体, そしてその四面体に相似な四面体をタイ

プ-a と呼ぶ. まず, タイプ-a の四面体の分割法について説

明する. タイプ-a 上の頂点をそれぞれ a, b, c, d とする

(図 10(a)). 四面体をこれらの頂点をつかって abcdのよう

に表す. 辺 ab, bc, ac, ad, cd, bdの中点をそれぞれ e, f ,

g, h, i, jとする. e = a+b
2 , f = b+c

2 , g = a+c
2 , h = a+d

2 ,

i = c+d
2 , j = b+d

2 .

四面体 abcdは 4つの四面体 aegh, ebfj, gfci, hjidに分

割される (図 10(b)). これらの 4つの四面体は四面体 abcd

に相似となる. なぜならこれらの四面体の辺は全て四面体

abcd の辺の半分の長さであるからである. これら 4 つの

四面体を四面体 abcdから取り除くと八面体 efghij が残る

(図 11(a)). 線分 ei, gj, fh は頂点 k で交わり, この点は各

線分の中点である. k = e+i
2 = g+j

2 = h+f
2 = a+b+c+d

4 .

次に図 11(b)のようにこの八面体を頂点 kと八面体の面

を結んで出来る 8つの四面体 fgik, efgk, efjk, fijk, ehjk,

hijk, ghik, eghkに分割する. これら 8つの四面体は, それ
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図 12 (a)タイプ-bの四面体 fgik. 辺 fg, fi, gi, ik, gk,

fk の中点をそれぞれ l, m, n, o, p, qと表す. (b)3つの

四面体 glnp, lfmq, nmio は fgik を分割してできた四

面体. これら 3 つの四面体は四面体 fgik に相似である.

四面体 fgikからこれら 3つの四面体を取り除くと 7面体

lmnopqkが残る.
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図 13 (a) 七面体 lmnopqk. (b)この七面体を 4つの四

面体 lmnk, nmok, lmqk, lnpk に分割する. この四面

体はそれぞれタイプ-a, タイプ-c, タイプ-d, タイプ-e の四

面体となる.

ぞれ fgik, efgk, efjk, fijk と ehjk, hijk, ghik, eghk と

が辺の長さが等しくなるため互いに合同となる. このように

して 8つの四面体は 4つのタイプ, タイプ-b, タイプ-c, タイ

プ-d, タイプ-eに分けることができる.

次にタイプ-b の四面体の分割法について説明する. タイ

プ-b の四面体 fgik を例にとって説明する (図 12(a)). 辺

fg, fi, gi, ik, gk, fkの中点をそれぞれ l, m, n, o, p, qと

する. l = f+g
2 = a+b+2c

4 , m = f+i
2 = b+2c+d

4 , n = g+i
2 =

a+2c+d
4 , o = i+k

2 = a+b+3c+3d
8 , p = g+k

2 = 3a+b+3c+d
8 ,

q = f+k
2 = a+3b+3c+d

8 . まず四面体 fgik を三つの四面体

glnp, lfmq, nmio に分割する. これら三つの四面体は四

面体 fgik に相似である. 何故なら三つの四面体の辺の長

さは fgik の辺の長さの半分だからである. 四面体 fgik か

らこの 3 つの四面体を取り除くと七面体 lmnopqk が残

る (図 13(a)). 次に, 七面体を 4つの四面体 lmnk, nmok,

lmqk, lnpkに分ける (図 13(b)). これら 4つの四面体がそ

れぞれタイプ-a,タイプ-c,タイプ-d,タイプ-eに属すことを

次に示す.

まず四面体 lmnk がタイプ-a に属すことを示す. この

四面体の各辺のベクトルは l − m = a−d
4 , m − n = b−a

4 ,

n − l = d−b
4 , l − k = c−d

4 , m − k = c−a
4 , n − k = c−b

4 .

のように計算される. このように四面体 lmnk のすべての

辺がタイプ-aの四面体 aeghの辺の長さの 1
2 となっている.

(もしくはタイプ-aの四面体 abcdの辺の長さの 1
4 となって

いる. ) よって四面体 lmnk は四面体 abcd に相似である

ことがわかり, タイプ-aに属すことが示された.

次に四面体 nmok がタイプ-c(つまり efgk に相似) で

あることを示す. まずタイプ-c の四面体 efgk の辺のベク

トルは e − f = a−c
2 , e − g = b−c

2 , e − k = a+b−c−d
4 ,

f − g = b−a
2 , f − k = −a+b+c−d

4 , g − k = a−b+c−d
4 と

なる. 同様に四面体 nmok の辺のベクトルは m − n =
b−a
4 = f−g

2 , n − o = a−b+c−d
8 = g−k

2 , k − n = b−c
4 =

e−g
2 , m − o = −a+b+c−d

8 = f−k
2 , k − m = a−c

4 = e−f
2 ,

k− o = a+b−c−d
8 = e−k

2 と計算できる. このように四面体

nmokのすべての辺がタイプ-cの四面体 efgkの 1
2 になっ

ている. 以上から四面体 nmok が四面体 efgk に相似であ

りタイプ-cに属すことが示された.

上記の証明と同様にして四面体 lmqk, lnpk がそれぞ

れ efjk, fijk に相似であることが示せる. このようにして

lmqk, lnpkがタイプ-d,タイプ-eに属すことを示せる.

タイプ-c, タイプ-d, タイプ-e の分割法は上記に述べたタ

イプ-b の四面体の分割法と同じである. このようにして与

えられた入力四面体から分割された四面体はたったの 5 種

類に分類することができる.

最後に同じタイプ, レベルの四面体はお互いに合同である

ことを示す. 同じタイプの四面体は互いに相似であること

は既に示しており体積が同じことを示せば十分である. タ

イプ-aの四面体の体積を V として表す. この時レベル nの

タイプ-aの四面体の体積は (1/8n)V となる. おなじように

レベル 1のタイプ-b,タイプ-c,タイプ-d,タイプ-eの四面体

の体積を V とするとレベル n + 1 のそれぞれの四面体は

(1/2)(1/8n)V となる. このようにして最も短い辺の長さは

四面体のレベルとタイプにより制限されることがわかる.


